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Streszczenie

W tym artykule analizujemy program sortowania kopcowego zbu-

dowany z wykorzystaniem dziedziczenia.

1 Wst¦p

Antoni Kreczmar zaprogramowaª w Loglanie algorytm heapsort wykorzystu-
j¡c mo»liwo±¢ dziedziczenia klasy przez procedur¦.

Zacznijmy od przypomnienia czym jest kopiec.

De�nicja 1. Kopiec jest to drzewo binarne wywazone, tzn. takie »e dla
pewnej liczby naturalnej k, kazdy li±¢ tego drzewa jest na poziomie k lub k-1
i ponadto dla ka»dego w¦zªa n tego drzewa warto±¢ wpisana w tym w¦¹le jest
nie mniejsza ni» warto±ci znajduj¡ce sie w poddrzewie w¦zªa n.

W naszym przypadku kopiec bedzie zapisany w tablicy.

Lemat 1. Niech A bedzie tablic¡ n-elementow¡ A[1], A[2], . . . , A[n].Je»eli dla
kazdego k, 1 ≤ k ≤ n zachodzi A[k] ≤ A[kdiv2] ≤ A[kdiv4] ≤ · · · ≤ A[1] to
tablica A reprezentuje kopiec.

Dowód. �atwo zauwa»y¢, ze tablica A mo»e by¢ pojmowana jako drzewo
binarne. Korzeniem drzewa jest element A[1]. Dla ka»dego i, 1 ≤ i ≤ n,
element A[i] jest ojcem synów: lewego A[2i] oraz prawego A[2i + 1] pod
warunkiem, »e elementy te istnieja w tablicy A tzn. »e 2i ≤ n i odpowied-
nio 2i + 1 ≤ n. Nietrudno zauwa»y¢, »e drzewo jest wywa»one. Warunek
wymieniony w tezie lematu gwarantuje, »e dla ka»dego w¦zªa A[l] wszystkie
w¦zly poddrzewa A[l] zawieraj¡ elementy nie mniejsze od A[l].

1



2 Konstruowanie algorytmu

Zacznijmy od analizy nast¦puj¡cego kodu

Kopcuj:

i :=l; j := 2*i; x :=A(i);
while j<=p do

if j<p and A(j)<A(j+1)
then

j:=j+1
�;
if x>=A(j) then exit �;
A(i):=A(j); i:=j; j:=2*i;

done;
A(i) := x;

Niech dane b¦d¡ warunki: warunek wst¦pny
α: tablica A na miejscach l + 1, . . . , p reprezentuje las kopców,
oraz warunek ko«cowy
β: tablica A na miejscach l, l + 1, . . . , p reprezentuje las kopców.

Lemat 2. Program Kopcuj jest poprawny ze wzgl¦du na warunek pocz¡tkowy
α i warunek ko«cowy β
α =⇒ Kopcuj β.

Dowód. Gdy j > p to A[l] jest li±ciem, A[l] jest te» korzeniem. A wi¦c frag-
ment tablicy A[l], A[l+1], . . . , A[p] jest lasem kopców. Rozwa»my przypadek
gdy j ≤ p. Zacznijmy od obserwacji, »e po wykonaniu instrukcji
if j<p and_if A[j] < A[j+1] then j := j+1 �
zachodzi A[j] = max{A[2i], A[2i + 1]}. W przypadku gdy x >A[j] to z za-
ªozenia indukcyjnego x jest wi¦ksze od wszystkich w¦zªów poddrzewa A[j], a
wi¦c i od wszystkich w¦zªow poddrzewa A[j-1]. Nie ma nic wi¦cej do roboty i
opuszczamy (exit) petl¦. Je±li tak nie jest to kªad¡c A[i]:=A[j]; i:= j; j:=2*i;
sprowadzamy nasz problem do problemu przesiewania w poddrzewie drzewa
pocz¡tkowego. Po pewnej liczbie powtórze« algorytm zatrzyma si¦ poniewa»
kolejne drzewo b¦dzie li±ciem.

Rozpatrzmy teraz nast¦puj¡cy kod

BS:

l:= (upper(A) div 2)+1;
do

l:= l-1;
if l=lower(A) then exit �;

Kopcuj

od
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Lemat 3. Zakªadam, »e lower(A)=1.Program BS buduje kopiec z elementów
tablicy A.

Dowód. Po wykonaniu instrukcji l:=(upper(A)div 2)+1 fragment tablicy A:
A[l], A[l+1], . . . ,A[upper(A)] jest lasem drzew. W ka»dej iteracji p¦tli do
. . . od powi¦kszamy fragment zawieraj¡cy las kopców. Powtarzanie zako«czy
si¦ gdy l=lower(A). Wtedy las kopców jest jednym kopcem o korzeniu A[1].

Teraz rozwa»my kod

ST:

p:= upper(A); l:=lower(A);
do

x:=A[l]; A[l]:=A[p]; A[p]:= x;
p:=p-1;
if p=lower(A) then exit �;

Kopcuj

od

Lemat 4. Je±li tablica A jest kopcem, to program ST sortuje elementy tablicy
A w porz¡dku niemalej¡cym.

Dowód. W pierwszym kroku iteracji zamieniamy miejscami A[l] i A[p], pon-
adto zmniejszamy warto±¢ p. Ostatnim elementem tablicy A jest wi¦c ele-
ment najwi¦kszy. Gdy l=p to tablica A jest uporz¡dkowana niemalej¡co i
mo»na zako«czy¢ dziaªanie programu ST. W przeciwnym przypadku mo»e
by¢ tak, »e fragment A[l], . . . , A[p] tablicy A nie jest kopcem. Ale po wyko-
naniu polecenia Kopcuj fragment ten b¦dzie kopcem. Kolejny co do wielko±ci
element tra� na miejsce p w tablicy A. Proces ten ko«czy si¦ i z chwil¡ jego
zako«czenia tablica A jest uporz¡dkowana niemalej¡co.

Co dalej? Jak skonstruowa¢ procedur¦ heapsort?
Mo»na zaproponowa¢ trzy rozwi¡zania:

• Tre±ci¡ procedury mog¡ sta¢ si¦ programy BS i ST, w których powtarza
si¦ program Kopcuj.

• Tre±¢ procedury mo»e polega¢ na wywoªaniu po kolei procedur Budu-
jKopiec i Sortuj, ka»da z tych procedur wywoªuje procedur¦ Kopcuj.

• Na tre±¢ procedury heapsort skªadaj¡ si¦ klasa Przesiej, procedura
BudujKopiec rozszerzaj¡ca klas¦ Przesiej i procedura Sortuj te» rozsz-
erzaj¡ca klas¦ Przesiej.
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Zestawmy te trzy mo»liwo±ci obok siebie

unit heapsortA: procedure
<deklaracje>

begin
BS;
ST

end heapsortA

unit heapsortB: procedure
unit Kopcuj: procedure
end Kopcuj
unit BudKop: procedure
... call Kopcuj ...
end BudKop
unit Sortuj: procedure
... call Kopcuj ...
end Sortuj

begin
call BudKop;
call Sortuj;

end heapsortB

unit heapsortC: procedure
unit Przesiej:
class ...

unit BudKop:
Przesiej procedure

unit Sortuj:
Przesiej procedure

begin
call BudKop;
call Sortuj;

end heapsortC

Ka»da z tych propozycji pozwoli skonstruowa¢ poprawn¡ procedur¦ heap-
sort. Która droga prowadzi do najlepszego rozwi¡zania? Procedura heap-
sortB ma najwi¦kszy koszt. Podczas wykonywania instrukcji BudKop i Sor-
tuj instrukcja call Kopcuj b¦dzie wykonywana wielokrotnie. Wielokrotnie
trzeba b¦dzie tworzy¢ rekord aktywacji tej procedury. Procedura heapsortC
pozwala unikn¡¢ tego narzutu. Zobaczymy jak. Ale najbardziej wydajna
jest chyba procedura heapsortA. Tyle, »e wymaga to od nas dwukrotnego
napisania kodu Kopcuj, wewnatrz programu BS i wewn¡trz programu ST.
Nie ma w tym nic zªego tak dªugo jak dªugo nie trzeba wprowadza¢ zmian
w kodzie Kopcuj � musimy pamieta¢, »e trzeba to zrobi¢ w dwu miejscach!

Doko«czmy wi¦c konstrukcj¦ procedury heapsortC. Tworzymy klas¦ Prze-
siewanie.
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unit Przesiewanie: class;
var koniec: boolean

begin

do

inner ;
if koniec then exit �;
i :=l; j := 2*i; x :=A(i);
while j<=p do

if j<p and A(j)<A(j+1)
then

j:=j+1
�;
if x>=A(j) then exit �;
A(i):=A(j); i:=j; j:=2*i;

done;
A(i) := x;

done

end przesiewanie;

i procedury dziedzicz¡ce klas¦ Przesiewanie: budujKopiec i sortuj.

unit budujKopiec: Przesiewanie procedure;
begin

koniec := (l=lower(A)); l :=l-1;
end budujKopiec;

Nie trzeba dªugo dowodzi¢, »e prawdziw¡ tre±¢ procedury budujKopiec stanowi
tre±¢ klasy Przesiewanie w której pseudoinstrukcj¦ inner zast¡piono dwoma
instrukcjami z deklaracji procedury budujKopiec. czyli nale»y pami¦ta¢,
»e dzieki regule konkatenacji powinni±my przyj¡¢, »e deklaracja procedury
budujKopiec to
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unit budujKopiec: procedure;
var koniec: boolean

begin

do

koniec := (l=lower(A)); l :=l-1;
if koniec then exit �;
i :=l; j := 2*i; x :=A(i);
while j<=p do

if j<p and A(j)<A(j+1)
then

j:=j+1
�;
if x>=A(j) then exit �;
A(i):=A(j); i:=j; j:=2*i;

done;
A(i) := x;

done

end budujKopiec;

Wcze±niej przekonali±my si¦, »e ten algorytm przeksztaªca tablic¦ A w kopiec.
Podobnie mo»na sprawdzi¢, »e instrukcja call sortuj uporz¡dkuje tablic¦ A
w ci¡g niemalejacy.

unit sortuj: Przesiewanie procedure;
begin

d:= lower(A); koniec:=(p=d);
x:=A(d); A(d) := A(p); A(p) := x;
p := p-1;

end sortuj;

Po przyj¦ciu tych trzech deklaracji ªatwo uzupeªni¢ tre±¢ procedury
heapsortC tak jak to wida¢ poni»ej.

unit heapsortC: procedure(A: arrayof integer);
var i, j, l, p, x: integer;
unit Przesiewanie: class ...
unit budujKopiec: Przesiewanie procedure ...
unit sortuj: Przesiewanie procedure ...

begin

l := upper(A) div 2 +1;
p := upper(A);
call budujKopiec;
call sortuj

end heapsortC
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3 Zadania

1. Napisz kompletny program, który wczytuje zadany ci¡g liczb i sortuje
go.

2. Napisz program zawieraj¡cy procedury heapsortB i heapsortC. Tworzy
(do±¢ du»¡) tablic¦ liczb, np. wybieraj¡c liczby pseudolosowe i porz¡d-
kuje j¡ dwukrotnie, raz przy pomocy heapsortB i drugi raz przy pomocy
heapsortC. Porównaj czasy dziaªania tych algorytmów.

3. Czy potra�sz zmieni¢ procedur¦ heapsort tak by porz¡dkowaªa tablice
elementów typu T?
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4 Algorytm

unit heapsort: procedure(A: arrayof integer);

var i,j,l,d,p,x: integer

unit Przesiewanie: class;
var koniec: boolean

begin

do

inner ;
if koniec then exit �;
i :=l; j := 2*i; x :=A(i);
while j<=p do

if j<p and A(j)<A(j+1)
then

j:=j+1
�;
if x>=A(j) then exit �;
A(i):=A(j); i:=j; j:=2*i;

done;
A(i) := x;

done

end Przesiewanie;

unit budujKopiec: Przesiewanie procedure;
begin

koniec := (l=lower(A)); l :=l-1;
end budujKopiec;

unit sortuj: Przesiewanie procedure;
begin

d:= lower(A); koniec:=(p=d);
x:=A(d); A(d) := A(p); A(p) := x;
p := p-1;

end sortuj;

(* tu zaczynaj¡ si¦ instrukcje procedury heapsort*)
begin

l:= upper(A) div 2 +1;
p:= upper(A);
call budujKopiec;
call sortuj;

end heapsort;
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