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Przedmowa 

Przedstawiamy czytelnikowi książkę o logice w programowaniu.* Logika 
jest dziś narzędziem używanym w wielu dziedzinach informatyki: w inżynierii 
oprogramowania, bazach danych, systemach doradczych (ang. expert sys-
tems), robotyce, teorii systemów współbieżnych i in. Czy istnieje jedna logika 
umożliwiająca formułowanie i rozwiązywanie kwestii z tak różnorodnych 
dziedzin? Oczywiście nie. Stosuje się m.in. logikę klasyczną, intuicjonistyczną, 
logiki modalne, logiki oparte na metodach rezolucji, logikę temporalną, 
różne logiki programów (m.in. logikę algorytmiczną, dynamiczną, Floyda-
Hoare'a), logiki wielo wartościowe, infinitystyczne, wyższych rzędów. A nale-
ży przewidywać powstanie i rozwój nowych rachunków logicznych. Do opisu 
zjawisk zachodzących w układach scalonych, np. VLSI, jest potrzebny 
zupełnie nowy formalizm logiczny, dwuwymiarowy, w odróżnieniu od 
obecnych, liniowych. Klasyczna logika predykatów z metodą rezolucji 
znajdują się u podstaw języka programowania Prolog i tzw. programowania 
w logice. Różne logiki niestandardowe, np. logika przekonań i domniemań, 
mają w przyszłości znaleźć zastosowanie w tzw. sztucznej inteligencji. 
Rozmaite warianty logiki temporalnej są, według rozpowszechnionej opinii, 
odpowiednim narzędziem do analizowania programów współbieżnych. Licz-
ba prac poświęconych logikom w informatyce jest tak duża, że są 
organizowane oddzielne międzynarodowe konferencje poświęcone tylko 
temu tematowi. Dziedzina ta jest tak obszerna, że musieliśmy dokonać 
wyboru spośród wielu tematów. 

W naszym przekonaniu wytwarzanie oprogramowania wymaga sto-
sowania aparatury logicznej właściwej procesom specyfikacji, analizy i im-
plementacji systemów programistycznych. Okazuje się, że klasyczna logika 
nie wystarcza do opisu zjawisk, z jakimi mamy do czynienia w progra-
mowaniu. Jest ona w swej istocie statyczna i nie oddaje dynamiki proce-
sów algorytmicznych. Zdecydowaliśmy się więc na przedstawienie rachun-
ku logicznego, jaki, naszym zdaniem, może przydać się programistom 

* Książka ta była wspierana przez program badawczy RP.1.09 Ministerstwa Edukacji Naro-
dowej. 



w ich pracy. Prezentujemy logikę algorytmiczną najprostszych programów 
i jej zastosowania w specyfikowaniu struktur i algorytmów, w analizie 
semantycznych własności programów i w definiowaniu semantyki języka 
programowania. 

Nie oczekuje się od czytelnika żadnej specjalnej wiedzy o tematyce 
poruszanej w tej książce. Zakładamy, że są mu znane podstawowe prawa 
logiki w zakresie odpowiadającym programowi szkoły średniej. Jest pożąda-
na minimalna choćby znajomość algorytmów i programowania. Wierzymy, 
że książka, którą oddajemy, może wprowadzić czytelnika w problemy 
programowania, ale zdobycie osobistego doświadczenia w układaniu i uru-
chamianiu programów jest niezbędne. 

Nie rozwijamy z osobna klasycznej logiki zdań ani klasycznego rachun-
ku predykatów. Oba te systemy są częścią prezentowanej logiki. Ponadto, 
literatura na ten temat jest obszerna i w każdej bibliotece można znaleźć 
wiele cennych pozycji. Zaliczamy do nich zwięzłą monografię Lyndona [33], 
książki Grzegorczyka [21] i Rasiowej [44] (polecamy je szczególnie tym, 
którzy do informatyki przyszli bez matematycznego przygotowania). 

Naszą książkę adresujemy do słuchaczy studiów informatycznych 
na uniwersytetach i politechnikach, do programistów mających ambicję 
ulepszenia swego warsztatu pracy, do projektantów dużych systemów in-
formatycznych i twórców nowych języków programowania. Nie obiecu-
jemy, że po przeczytaniu tej książki czytelnik zacznie pisać lepsze pro-
gramy (bardziej efektywne, bardziej pomysłowe itp.). Z pewnością jednak 
będzie lepiej sobie zdawał sprawę z tego, jak przebiega jego praca i jakie 
narzędzia mogą być w razie potrzeby użyte. Mamy nadzieję, że znajomość 
problemów poruszanych w tej książce pozwoli czytelnikowi lepiej zrozu-
mieć rolę specyfikacji i weryfikacji w dokumentowaniu prac programis-
tycznych. 

Oprócz logiki algorytmicznej prezentujemy pewną logikę modalną 
i jej semantykę opracowaną na wzór Kripkego. Logika modalna znalazła 
wiele różnych zastosowań. W tej książce prezentujemy jedno z nich: za-
stosowanie do budowy matematycznego modelu obliczeń współbieżnych. 
Sama logika algorytmiczna może być zresztą uważana za wariant logiki 
wielomodalnej. 

Książka ta może być przydatna podczas wielu różnych zajęć na 
kierunku informatycznym. Może być uzupełnieniem wykładów: wstępu do 
informatyki, logiki z elementami teorii mnogości, metod programowania, 
algorytmów i struktur danych, semantyki języków programowania. Książka 
była przez nas używana jako podręcznik do zajęć z teorii programów. 
Podczas jednosemestralnego wykładu można przedstawić niemal cały ma-
teriał tu zawarty. Sugerowalibyśmy przerobienie większej liczby dowodów 
podczas ćwiczeń. Zauważyliśmy, że studenci znajdują sporo satysfakcji 
i udanych prób aksjomatyzacji struktur danych. Tym, których zainteresują 



poruszone tutaj zagadnienia, zalecalibyśmy sięgnięcie po pełniejsze mono-
grafic dotyczące logiki i logik programów [3, 21, 23, 25, 29, 33, 40, 45], 

Jesteśmy bardzo wdzięczni Recenzentom za krytyczne uwagi, które 
pomogły nam ulepszyć pierwotny maszynopis książki. Wiele cennych uwag 
przekazali nam także studenci. Pragniemy podziękować Wydawnictwu za 
cierpliwość i wyrozumiałość, z jaką przyjmowało nasze opóźnienia. Jest 
oczywiste jednak, że wszystkie usterki książki należy przypisać jej autorom. 
Iłęilziemy bardzo zobowiązani za przesłanie nam wszelkich uwag. 

G . MIRKOWSKA 
A. SALWICKI 

Warszawa, w sierpniu 1992 





Wstęp 

Dlaczego logika? 
l'rojektowanie i analiza systemów programistycznych muszą opierać się na 
obiektywnych metodach wnioskowania niezależnych od doświadczenia oraz 
OSOhy tworzącej algorytm. Metody te powinny w niezawodny sposób umożli-
wić wyprowadzenie prawdziwych własności algorytmów z prawdziwych prze-
słanek. 

Na pewno wielu programistów czuje potrzebę oparcia swej pracy na 
solidnych teoretycznych podstawach. Zanim przejdziemy do próby uzasad-
nienia naszego przekonania, że metody logiczne są niezbędne dla większości 
twórców oprogramowania, chcemy jednak zauważyć, że sami znamy kilku 
Im rdzo dobrych, wręcz wybitnych programistów i wiemy, że nie posługują się 
oni żadnymi metodami formalnymi. Sprzeczność, powiecie Państwo — jeśli 
luk, to autorzy zachęcają nas do czytania rzeczy zbędnej i niepotrzebnej. Nie 
JONI. to jednak tak proste, jak by się zdawało. Ci dobrzy fachowcy w dziedzinie 
programowania intuicyjnie stosują formalne prawa rządzące zachowaniem 
nlę programów, ich obliczeniami. Można w tym momencie dokonać porów-
minia z matematyką. Wielu wybitnych matematyków prowadzi badania 
I uzyskuje fascynujące wyniki, chociaż nie studiowali logiki matematycznej 
I nic znają subtelnych wyników rozważań metamatematycznych. A jednak 
kti/dy dobry matematyk posługuje się logicznymi metodami wnioskowania, 
m| one nieodłącznym atrybutem pracy matematyka. Zwróćmy uwagę na fakt, 
>0 matematyka rozwija się od tysiącleci, i na to także, że badania matematy-
czne przyczyniły się w znacznym stopniu do rozwoju nauki o wnioskowaniu, 
którą jest logika. Informatyce ten czas nie był dany. Powstała około 
czterdzieści lat temu i rozwija się gwałtownie, a co ważniejsze, jeszcze szybciej 
rozwijają się jej zastosowania. Język informatyki jest odmienny od języka 
mu tematyki. Ta sytuacja stwarza zupełnie inne potrzeby. Wielu badaczy 
0 poważnym dorobku w dziedzinie oprogramowania (by wymienić tu tylko 
1 loare'a i Dijkstrę) dostrzegło konieczność stworzenia logicznych narzędzi 
włnńciwych informatyce. 



Zauważmy, że ilość i znaczenie oprogramowania stale rośnie. Na 
światowym rynku informatycznym obroty oprogramowaniem są znacznie 
większe niż obroty sprzętem. Można wiele zyskać szybko produkując 
programy dobrej jakości. Z drugiej strony cena oprogramowania jest 
wysoka. Jest to spowodowane rozlicznymi czynnikami. Najkrócej mówiąc, 
oprogramowania (ang. software) — w odróżnieniu od sprzętu (ang. hard-
ware) — nie wytwarza się w fabrykach. 

Wiele osób sądzi, że w przyszłości oprogramowanie będzie się pro-
dukować metodami przemysłowymi. Uważa się, że podstawą takich metod 
będzie odpowiednia teoria. U podstaw techniki znajdują się różne teorie 
fizyczne i matematyczne. Dla rozwinięcia przemysłowej technologii pro-
dukcji oprogramowania jest niezbędny rozwój teorii programów. Cena, 
jaką płacimy za stosowanie programów z błędami, jest nie mniejsza niż 
np. koszt budowy mostu, który się zawali, ponieważ został zbudowany 
niezgodnie z prawami mechaniki. Na zwiększenie tej ceny w przypadku 
oprogramowania wpływają różnorodność i masowość zastosowań techniki 
obliczeniowej w dzisiejszym świecie, a także pośpiech, z jakim wprowadza-
my nowinki techniczne do produkcji. Pragnienie oparcia produkcji pro-
gramów na sformalizowanym rachunku matematycznym, w celu wyelimino-
wania groźnych i kosztownych błędów, jest celem minimum. Wiele się pi-
sze i mówi o konieczności przyspieszenia produkcji oprogramowania, o jej 
zautomatyzowaniu. Nie przesądzając w tym miejscu, czy jest możliwa 
mechanizacja pracy programistów, zwróćmy uwagę na fakt, że niewiele ma-
my narzędzi usprawniających pracę ludzi tworzących oprogramowanie. 
Jest swego rodzaju paradoksem, że powstało dużo programów ułatwiają-
cych pracę projektantów maszyn i układów elektronicznych oraz archi-
tektów, lekarzy, kompozytorów i twórców niemal wszystkich profesji, 
a praca twórców oprogramowania nie doczekała się odpowiednich dla te-
go zawodu pomocy programistycznych. 

Szybkie układanie i uruchamianie efektywnych algorytmów nie wyczer-
puje całości problemów jakie napotykamy. Nie w samodzielnej pracy 
najlepszego nawet fachowca zasadza się problem tworzenia oprogramowa-
nia. Praca nad oprogramowaniem jest procesem społecznym. Oprócz autora 
programu (a często program jest tworzony przez spory zespół ludzki) 
i oczywiście komputera, w procesie tym biorą udział: użytkownik programu, 
pracownik pielęgnujący program i in. Proces ten wymaga swoistego języka 
do komunikacji pomiędzy jego uczestnikami. Język taki nie jest ani językiem 
programowania, ani językiem etnicznym jakiejś grupy ludzkiej. Tworzenie 
algorytmów prowadzi do powstawania pewnych tekstów. Mają one speł-
niać pewne semantyczne wymagania. Mamy więc zadanie, w którym wy-
stępują co najmniej trzy elementy (rys. 1.1). 

A l g o r y t m 
Argumenty 

Wymagani a 
RYS. 1.1 



Argumenty stanowią o tym, czy programista przekona użytkownika-
/loceniodawcę, że jego algorytm spełnia postawione wymagania. Język, 

w jakim odbywa się proces wytwarzania oprogramowania, musi stwarzać 
możność formułowania wymagań stawianych programowi, zapisania pro-
gramu i sformułowania argumentów — wyników analizy. 

W związku z tymi rozważaniami pozostają nasze następujące poglądy: 
Przekazanie algorytmu bądź systemu programistycznego do eksploata-

cji (lub sprzedaży) bez upewnienia się o jakości produktu jest wielce 
ryzykowne, grozi bowiem co najmniej stratami finansowymi, a może nawet 
»powodować zagrożenie życia ludzkiego. 

Jakie jest wyjście? Przekonać nabywcę, że nasz produkt wykonano 
/godnie ze stanem nauki i z zasadami sztuki. (Inżynier nie może ponieść 
odpowiedzialności za zawalenie się mostu, jeżeli zaprojektował go zgodnie 
i aktualnym stanem wiedzy; lekarz nie odpowiada za nieudaną operację, jeśli 
dokonano jej zgodnie ze stanem wiedzy medycznej itp.). Jest to oczywiście 
program minimum — właściwie to, co chcemy tu zaproponować, stwarza 
możliwość głębszej analizy oprogramowania (por. p. 5.1-5.8). 

(1) Algorytm jest tylko i wyłącznie napisem, o jego znaczeniu decyduje 
Interpretacja znaków w nim występujących (por. przykład 3.5). 

(2) Interpretację tę można dokładnie scharakteryzować przyjmując 
pewne założenia (aksjomaty, por. rozdz. 4). 

(.1) Analizę programu można przeprowadzić na gruncie formalnym, 
dowodząc, że własności semantyczne programu wynikają z aksjomatów, no 
i oczywiście z tekstu programu (por. rozdz. 4). 

Jakiego rodzaju pytania pojawiają się w trakcie prac nad oprogra-
mowaniem? Sądzimy, że napotykane problemy można zaliczyć do jednej 
i Irzech grup pytań: 

(1) Czy zadanie jes^ips>związywalne za pomocą jakiegokolwiek pro-
(11 limu? 

(2) Czy program, który skonstruowaliśmy (bądź otrzymaliśmy od kogoś 
Innego), jest poprawnym rozwiązaniem postawionego zadania? 

(.1) Czy dany program jest najlepszym rozwiązaniem zadania? 

Wielokrotnie wskazywano na to, że odpowiedź na pytania (2) i (3) może 
hyi' uzyskana jedynie w drodze dowodu. Dowodu również wymaga negatyw-
na odpowiedź na pytanie (1). W przypadku pytania (1) odpowiednia 
konNtrukcja — odpowiedni eksperyment — ma bardzo wielkie znaczenie. 
< Jictimy zwrócić uwagę na to, że eksperyment powinien wesprzeć nasze 
teoretyczne spekulacje również w przypadku analizy pytań z grup (2) i (3). 
Ani teoretyczne rozważania, ani eksperyment nie mogą sobie rościć praw do 
hycla jedyną metodą pracy nad oprogramowaniem. Znaczenie eksperymentu 
wynika choćby stąd, że opracowane przez nas programy mają działać, 



znaleźć zastosowanie w czyjejś pracy. Znaczenie teorii wynika z masowości 
zastosowań opracowanego przez nas oprogramowania, z tego, że żadnym 
eksperymentem nie jesteśmy w stanie stwierdzić: „ten oto program jest wolny 
od błędów i będzie działać w sposób pewny i niezawodny we wszelkich 
sytuacjach, w jakich może się znaleźć w przyszłych jego zastosowaniach". 
Eksperyment może pomóc w wykryciu błędu, ale nigdy nie możemy użyć go 
do argumentowania, że program jest wolny od błędu. Wracając do przykładu 
z budową mostów uważamy, że w analogiczny sposób trzeba postępować 
z programami, tzn. w trakcie ich projektowania i budowy należy, posługując 
się dostępną wiedzą teoretyczną, dowodzić, że mają określone własności, 
a potem należy dokonywać z nimi eksperymentów. Idzie tu nie o to, by 
konstruktor mostu stał pod nim podczas przejazdu pierwszych pojazdów, ale 
o to, by uzyskać wiedzę o parametrach produktu programistycznego. Na 
przykład powinniśmy dokładnie ocenić koszt działania programu jako 
funkcję rozmiaru danych, powinniśmy poznać stopień wielomianu i jego 
współczynniki (przyjmując, że funkcja kosztu okazała się wielomianem). 

Wyrażenia, które występują podczas analizy programów, nie mogą się ograni-
czać tylko do formuł logiki pierwszego rzędu. Muszą zawierać programy, bo 
o własnościach programów mają mówić. Z drugiej strony wyrażenia niealgoryt-
miczne, nie zawierające programów, okazują się niewystarczające do zdefinio-
wania własności programów. 

Istnieją systemy dedukcyjne odpowiednie do przeprowadzania w nich rozumo-
wań o semantycznych własnościach programów. Są to logiki programów. Tu 
będziemy lansować logikę algorytmiczną, stworzoną i rozwijaną w Polsce od 
roku 1968. Nie dlatego, że jest starsza niż inne, lecz dlatego, że jest lepiej 
poznana i ma więcej udokumentowanych zastosowań. 

Aparat pojęciowy i dedukcyjny logiki algorytmicznej nadaje się do specyfikowa-
nia struktur danych i odpowiadających im modułów programów. To zastosowa-
nie logiki wydaje się nam ważniejsze nawet niż dowodzenie poprawności 
algorytmów. Logika algorytmiczna, jej aksjomaty i reguły wnioskowania 
pozwalają zdefiniować semantykę języków programowania. 

Stwierdzamy, że do pracy z programami nie wystarczają narzędzia 
oferowane przez logikę matematyczną pierwszego rzędu. Nie jest ona 
w stanie wyrazić własności programów. Okazuje się, że pewne własności 
algorytmów są równoważne własnościom matematycznym, o których od 
dawna wiemy, że nie można znaleźć dla nich takich formuł z języka 
pierwszego rzędu, które by wyrażały te własności. Ich lista jest długa 

Jaka logika? 1.2 



I znajduje się na niej wiele pojęć podstawowych dla matematyki, np. 
„hyć liczbą naturalną", „być pierścieniem archimedesowskim". W dalszym 
t iijgu przedstawiamy te własności i pokazujemy, że są to własności algoryt-
miczne. 

W trakcie rozwoju logiki matematycznej powstały różne jej warianty, 
m in. logika formuł z nieskończonymi alternatywami i koniunkcjami, logiki 
wyższych rzędów umożliwiające wyrażenie tych własności, które nie dają się 
/definiować w języku logiki pierwszego rzędu. Większość znanych nam 
wlatmości programów daje się wyrazić w językach tych logik. Na przykład 
własność „program while y do K od nie ma obliczeń nieskończonych" daje się 
wyrazić jako nieskończona alternatywa formuł (coraz dłuższych) mówiących, 
że obliczenie programu nie będzie miało żadnego powtórzenia instrukcji 
k lub będzie miało jedno powtórzenie, lub dwa, lub ... Podobnie, można 
wyrazić tę własność programu operując kwantyfikatorami dotyczącymi 
ukończonych zbiorów (tzw. słaba logika drugiego rzędu). Wydaje się nam 
Jednak, że stosowanie takich technik nie jest specjalnie atrakcyjne dla 
programistów. Należałoby przecież problemy dotyczące konkretnych pro-
giamów i warunków, jakie mają one spełniać, przetłumaczyć na np. język 
logiki drugiego rzędu, zanalizować problem w logice drugiego rzędu i potem 
przetłumaczyć wynik tej analizy na język oryginalnego programu, od którego 
10 WNzystko się zaczęło. Nawet jeśliby udało się nam zautomatyzować 
wn/yNlkic kroki tej procedury, to byłaby ona dla programisty czymś 
nienaturalnym, sztucznym. Dlatego też proponujemy logikę algorytmiczną. 

I.ogika algorytmiczna jest dla informatyki tym, czym logika matematy-
i /im jest dla matematyki. Wyrażenia tej logiki są budowane z programów 
I formuł logicznych. Nie ma potrzeby stosowania nieskończonych alternatyw 
tiul kwantyfikatorów drugiego rzędu. Formuły logiki algorytmicznej mają 
moc wyrażania wszystkich semantycznych własności programów, które są 
ważne w praktyce programistycznej. Logika algorytmiczna dostarcza narzę-
dzi do rozumowań dedukcyjnych. W ten sposób umożliwiono badania 
programu a priori, przed wykonaniem eksperymentu obliczeniowego. 

Autorom tego opracowania wydaje się, że znaczenie zaproponowanych 
pi /ez nich narzędzi logicznych leży nie tyle w sferze dowodzenia własności 
programów, ile w obszarze dokumentowania (specyfikacji) dużych systemów 
pi ogra mistycznych. W rozdziale 5 dajemy rozbudowany przykład takiego 
¡»amonowania logiki algorytmicznej. Wykazujemy, że w fazie projektowania 
nyMeniu można wyodrębnić moduły, że zadania tych modułów mogą być 
opliane aksjomatycznie i że analiza takich aksjomatycznych teorii ma, dla 
wielu konkretnych typów danych, pozytywne znaczenie dla procesu pro-
gi imiislycznego. Wskazujemy też na związek pojęcia interpretacji jednej 
leoill algorytmicznej w innej, z pojęciem implementacji struktur danych. 

Przedstawiona w tej książce logika algorytmiczna zawiera w sobie 
klasyczną logikę pierwszego rzędu i klasyczny rachunek zdań. Jeżeli ograni-



czyć się do wyrażeń nie zawierających programów, to reguły wnioskowania 
R2-R5 wymienione w rozdz. 4 stają się zbędne. Można w tej sytuacji 
ograniczyć się jedynie do klasycznych reguł wnioskowania: modus ponens 
(m.p.) i praw wprowadzania klasycznych kwantyfikatorów w poprzedniku 
i następniku implikacji. 

Spotykamy się z zarzutami, że logika algorytmiczna nie jest dla ludzi, 
bo zawiera reguły wnioskowania o nieskończonej liczbie przesłanek. Cóż od-
powiedzieć? Po pierwsze, zapytajmy czy można skonstruować jakikolwiek 
system dedukcyjny opisujący zachowanie się obliczeń programów w spo-
sób pełny i tak, by system ten nie zawierał infinitarnych reguł wnioskowa-
nia. Odpowiedź brzmi: nie. Po drugie, zauważmy, że proponowane finitar-
ne systemy wnioskowania po bliższym przyjrzeniu okazują się systemami 
właśnie infinitarnymi (por. p. 8.3). Po trzecie, niektórzy badacze powiadają: 
unikniemy reguł o nieskończonej liczbie przesłanek przyjmując jako aks-
jomaty formuły pierwszego rzędu prawdziwe w badanej strukturze danych 
(lub w klasie struktur danych). No cóż, formalnie wszystko jest w porządku. 
Z definicjami można igrać do woli i bez widocznych ograniczeń. Ciekawe 
jednak czy zdajemy sobie sprawę co na co zamieniamy? Przecież, na ogół nie 
ma żadnej metody rozpoznawania czy formuła pierwszego rzędu jest praw-
dziwa czy nie w ustalonej klasie struktur danych. Zbiór formuł arytmetyki 
pierwszego rzędu prawdziwych w standardowym modelu arytmetyki jest 
zbiorem hiperarytmetycznym [31]. Naszym zdaniem mamy tu do czynienia 
z wykrętem. Idzie o to, by znaleźć argumenty dowodzące prawdziwości 
formuł, a nie o to, by przyjmować te formuły za aksjomaty. Warto zresztą 
zauważyć, że zbiór prawdziwych formuł algorytmicznych stwierdzających 
poprawność programu względem formuł wolnych od kwantyfikatorów jest 
znacznie niżej w hierarchii Kleene-Mostowskiego niż zbiór wszystkich 
formuł pierwszego rzędu prawdziwych w standardowym modelu arytmetyki. 

Spróbujmy jeszcze inaczej wyrazić naszą wątpliwość. Są rozwijane tzw. 
abstrakcyjne typy danych, tzn. algebraiczne (najczęściej równościowe) teorie 
struktur danych. Przyjmuje się pewne równości lub (rzadziej) formuły 
pierwszego rzędu jako aksjomaty tych struktur. Wtedy okazuje się, że 
aksjomatów tych jest za mało, by określić dokładnie tę klasę, o którą nam 
chodziło. Tak jest dla prawie wszystkich struktur danych interesujących 
informatyków. (Fakt ten jest znany z badań nad klasycznym rachunkiem 
predykatów). Żaden skończony zbiór formuł pierwszego rzędu nie stanowi 
dostatecznie precyzyjnej aksjomatyzacji struktury liczb naturalnych. Podob-
nie jest dla innych struktur znaczących dla informatyki. W tej właśnie 
sytuacji powinniśmy poszukiwać takich narzędzi, by osiągnąć oba cele: 
możliwość opisu (aksjomatyzację) struktury danych i możliwość analizowa-
nia obliczeń programów w tej strukturze. Propozycja logiki algorytmicznej 
harmonijnie kojarzy pracę w obu tych kierunkach. 

Niektórzy czytelnicy oczekiwali być może książki o logice matematycz-



iii) w jej klasycznym już dziś kształcie. Zawiedzionych odsyłamy do obszernej 
Itleratury |2 I , 33, 41, 44], Pragniemy jednak podkreślić, że 

11) dowody w logice klasycznej są dowodami w logice algorytmicznej, 
ponieważ logika algorytmiczna jest rozszerzeniem logiki klasycznej; 

(2) do pracy z programami, z ich semantycznymi własnościami język 
logiki pierwszego rzędu ma zbyt małą moc wyrażania, np. własności „stopu" 
ule da się wyrazić w języku pierwszego rzędu. 
Pntiadto należy wspomnieć o tym, że nie da się zastosować głębszych 
wyników logiki matematycznej w teorii bądź praktyce programowania, 
ponieważ 

(3) Metateoria logiki algorytmicznej różni się w istotny sposób od 
iiiplaleorii logiki klasycznej. Zdanie to jest prawdziwe zarówno w odniesieniu 
tlo teorii modeli (logikom programów nie przysługują własności tak popular-
ne |ak „górne", twierdzenie Skolema-Loevenheima, twierdzenie Łosia o ul-
lniprodukcie i in., por. [44]), jak i teorii dowodu (logiki programów nie mają 
wla&ności interpolacji Craiga, nie zachodzi w nich twierdzenie o eliminowa-
niu definicji uwikłanych Betha ani twierdzenie Robinsona, por. [33, 21]). 

('hcemy zwrócić uwagę na podobieństwa łączące różne logiki pro-
gi amów. To co łączy wszystkie logiki programów to mniej lub bardziej 
uniwersalna zdolność wyrażania semantycznych własności programów for-
mułami odpowiedniego języka i narzędzia dedukcyjne pozwalające zamienić 
proces semantycznej weryfikacji własności programu procesem dowodzenia 
lornmły wyrażającej tę własność. 

W przedstawianym czytelnikowi tomie zajmujemy się paroma z wielu 
pi ¿odstawionych wyżej problemów i nasuwających się pytań. Zaczniemy od 
omówienia struktury pewnego prostego języka programowania, a dokładniej 
pewnej klasy języków. Każdy język będziemy traktować jako parę złożoną 
i alfabetu języka i zbioru wyrażeń poprawnie zbudowanych. Alfabet zawiera: 
zmienne, funktory, predykaty, znaki operacji logicznych, znaki operacji 
programotwórczych, kwantyfikatory i znaki pomocnicze. W zbiorze wyrażeń 
poprawnie zbudowanych można wyróżnić trzy podzbiory: termów, formuł 
I programów. Analizując przykłady dostrzeżemy, iż program jest wyraże-
niem, którego znaczenie nie jest zdeterminowane przez sam tylko tekst 
programu. Jeden i ten sam program może mieć wiele znaczeń w zależności od 
Interpretacji, jaką nadajemy znakom występującym w programie. Przy 
UNtalonej interpretacji znaków mówimy o strukturze danych, w jakiej 
dokonuje się obliczeń programu. Obserwacja, że program może być wykony-
wany w różnych strukturach danych, jest ważna nie tylko do zrozumienia jak 
program działa, ale i dlatego, że ma praktyczne znaczenie. Umożliwia ona 
mianowicie wielokrotne wykorzystanie jednego algorytmu w różnych kon-
tekstach dla osiągnięcia całkowicie różnych celów. Ten sposób myślenia 
po/.wala nawiązać do zaawansowanej metodologii programowania, do 
abstrakcyjnych typów danych itp. 



W jaki sposób opisać znaczenie programu? Jesteśmy przekonani, że 
większość z nas opiera swoje intuicje związane z programowaniem na pojęciu 
procesu obliczeniowego. Postaramy się, tytułem przykładu, podać definicję 
obliczenia wyznaczonego przez program, strukturę danych (tzn. odpowiedni 
system algebraiczny) i wartościowanie początkowe zmiennych. Wartościo-
wanie zmiennych jest formalnym odpowiednikiem pojęcia stanu pamięci. 
Struktura danych jest formalnym odpowiednikiem jednostki arytmetyczno-
-logicznej komputera, w którym wykonujemy obliczenia. Pojęcie struktury 
jest bardziej uniwersalne i dzięki temu można analizować zachowanie 
programu również w tzw. abstrakcyjnych strukturach danych. Obliczenie 
programu może być skończone lub nie, udane lub nieudane; wyniki ob-
liczenia mogą być poprawne albo niepoprawne. Krótko mówiąc, obliczenia 
mają własności semantyczne i te własności są najbardziej interesujące dla 
użytkownika programu. 

Wspomnieliśmy wyżej, że opieranie analizy programów tylko na wy-
nikach eksperymentów jest nieuzasadnione z metodologicznego punktu 
widzenia. Eksperymenty, zwane często uruchamianiem, mogą pomóc w wy-
kryciu faktów takich, jak nieograniczona długość obliczeń programu 
dla pewnych danych, niepoprawność wyników itp. Na drodze ekspery-
mentalnej nie możemy wyprowadzić wniosku, że obliczenia badanego 
programu będą miały postulowane własności dla wszelkich danych, które 
mogą być rozważane. Jakie więc należy przyjąć rozwiązanie? Proponu-
jemy, by własności semantyczne programów, a dokładniej — obliczeń 
programów, były wyrażane przez pewne formuły i by badać te formuły na 
drodze analitycznej, tzn. dowodzić ich prawdziwości. Będziemy mówić, że 
własność semantyczna WS jest wyrażalna pewną formułą a, jeżeli for-
muła a jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy* zachodzi własność 
semantyczna WS. 

W dalszym ciągu skonstruujemy taki język, który zawiera programy 
i formuły logiczne wyrażające semantyczne własności programów. Kolejnym 
więc i naturalnym zadaniem stanie się opracowanie systemu dedukcyjnego 
umożliwiającego dowodzenie prawdziwości formuł, nazywamy je formułami 
algorytmicznymi. Rachunek logiczny, który skonstruujemy będzie oparty na 
dwu zbiorach: aksjomatów logicznych i reguł wnioskowania. Zbiory te 
muszą być tak dobrane, by posługiwanie się nimi było bezpieczne, by nie 
pozwalały na wyprowadzenie zdań fałszywych. Ponadto, należy tak dobrać 
aksjomaty i reguły wnioskowania, by każda formuła prawdziwa miała 
dowód wynikający z przyjętych aksjomatów. W ten sposób zadanie analizy 
własności semantycznych programów zostaje zastąpione zadaniem badania 
prawdziwości odpowiednich formuł, a to zadanie z kolei jest zastąpione 
zadaniem dowodzenia tych formuł. 

* Oprócz sformułowań „wtedy i tylko wtedy, gdy" będziemy używać również skrótu wtw. 



Nkonstruowany rachunek logiczny znajduje różnorodne zastosowania: 
w nnnH/lc własności programów, w specyfikacji zadań programistycznych, 
W edukacji programistów. Okazało się, że formuły algorytmiczne dobrze 
H|łł»u|tj warunki wstępne i końcowe programów, mogą więc być użyte do 
Moi Miniowania zadania przez zlecającego wykonanie pewnego programu, 
huniu ly algorytmiczne mogą być także użyte do specyfikacji systemu 
jthłgi amlstycznego. Można skonstruować teorie algorytmiczne wielu po-

linie używanych struktur danych. Można także tworzyć systemy 
M|imgiMinowania razem z ich specyfikacją. Przyjmie ona wtedy postać 
|||i ludów aksjomatów pozalogicznych (specyficznych) opisujących moduły 
ljio|eklowancgo systemu. Zadanie konstrukcji systemu może być rozumiane 
klni /mianie znalezienia modelu dla teorii. Z drugiej strony, aksjomaty takie 
MIM(II| hyć użyte jako kryterium poprawności implementacji systemu pro-
|innilnlyc/,nego. 

K*li|żka, którą przedkładamy, nie porusza wielu tematów. Nasz wybór 
Jn»l nnhlcktywny. Staraliśmy się wybrać to co, naszym zdaniem, ma znaczenie 
ty piuktycc programistycznej. Książkę tę można umownie podzielić na dwie 

i W pierwszej znajdują się informacje wstępne (w rozdz. 2) przypo-
flłlH't|'|i'0 podstawowe pojęcia algebry uniwersalnej i logiki pierwszego rzędu, 
HNfl l lau ja logiki algorytmicznej (rozdz. 3 i 4), zastosowania tej logiki 
M i f d / 'I i 5). Także rozdz. 8 należałoby zaliczyć do tej części. 

I Imowna część druga stanowi swego rodzaju zaproszenie do wspólnego 
thtilumn problemów, na które nie znamy dziś odpowiedzi. I tak, nie znamy 
p ły t wielu zastosowań aksjomatów procedur w dowodach własności pro-
BIitiuów Wiemy, że system jest pełny. Wiemy, że może być użyty jako 

•IjHfHliuii poprawności implementacji języka programowania. Nie są nam 
MMlie, niestety, ciekawsze dowody korzystające z aksjomatu procedury lub 
iffljuly pozwalającej wprowadzić instrukcję procedury w poprzedniku im-
piiiMt|i W rozdziale 8 przedstawiamy oryginalne matematyczne modele 
p H i /nii współbieżnych. Tu sytuacja jest bardziej surowa, nie znamy jeszcze 
M n e g o zestawu aksjomatów charakteryzujących te semantyki. 

1'oza materiałem tej książki pozostaje niezmiernie ciekawe zadanie 
pUjiimalycznego opisu nowoczesnych konstrukcji programistycznych ta-
| | t li. jak np. klasy, współprogramy, składanie klas (tzw. prefiksowanie), 
JtooipNy, obsługa wyjątków. Do zadań, które powinny być rozwiązane 
if niedalekiej przyszłości, należy sprawdzenie czy uda się stworzyć systemy 
^»pomagające proces wytwarzania oprogramowania, wykorzystujące ofertę 
|M|IH algorytmicznej. 



Struktury danych 

Wprowadzenie 
Znaczenie programu, jego obliczenia zależą od struktury danych, w której 
jest on wykonywany. To własności działań i relacji w strukturze danych 
określają własności programów. Ten sam program realizowany w dwu 
różnych strukturach danych może się zachowywać w odmienny sposób (np. 
gdy realizujemy go w 16- i 32-bitowej arytmetyce). Z drugiej strony, dwa 
różne programy mogą zachowywać się identycznie dzięki własnościom 
struktury, w której są realizowane obliczenia (np. pewne działanie jest 
przemienne, a programy różnią się kolejnością argumentów tego działania). 

W tej książce przyjmujemy pogląd, że struktury danych należy rozumieć 
jako systemy relacyjne, kładąc w ten sposób nacisk na algebraiczne własności 
struktur danych. Dla informatyków termin struktura danych wiąże się 
najczęściej nie tyle z abstrakcyjnymi operacjami w strukturze, ile z praktycz-
nym sposobem reprezentacji danych w pamięci komputera. W dalszym ciągu 
wykażemy, że oba te podejścia daje się harmonijnie połączyć. 

O systemach relacyjnych 
Niech X1,X2,...,Xn będą niepustymi zbiorami i niech X1xX2... xXn 

oznacza «-argumentowy iloczyn kartezjański 

X{ xX2 x ... xXn = {(x1,...,x„): xieXi dla 1 ^ i ^ n} 

DEFINICJA 2.1 

Każdy podzbiór iloczynu kartezjańskiego X1xX2x ... x Xn nazywamy 
relacją n-członową. 
Jeżeli / jest podzbiorem XlxX2x ... xXnxY, gdzie Y jest pewnym nie-
pustym zbiorem oraz dla dowolnych e Xt i < n, y,y'eY, z tego, że 

(x,, . . . ,*„ , / ) są elementami / wynika y = y', to / nazywamy 



n-argumentową funkcją częściową. Jeżeli / jest funkcją częściową oraz 
{xi,...,x„,y)ef to piszemy y =/(x1 , . . . ,x„) . Zbiór 
Dom (J') = {(x1,...,xJeX1 x ... xXn: istnieje ye Y, że (x1,...,xn,y)ef) 
nazywamy dziedziną funkcji f . Zbiór 

Rg(f) = { y e ^ : istnieje xeX1 xX2x ... xXn, że / (x) = y} 

nazywamy zbiorem wartości funkcji f . Jeżeli Dom(f)<=A i Rg(f)c=B, to 
powiemy, że / jest funkcją częściową (lub odwzorowaniem) ze zbioru 
A w zbiór B, w skrócie / : A -» B. Jeżeli Dom(f) = X1xX2x ... xXn, to 
powiemy, że / jest funkcją całkowitą lub po prostu funkcją. Funkcje 
całkowite i funkcje częściowe będziemy nazywać operacjami. 

Oczywiście każda funkcja «-argumentowa jest relacją n+ 1 -członową. 
Odwrotnie, każda relacja «-członowa r wyznacza jednoznacznie pewną 
funkcję całkowitą f, zwaną funkcją charakterystyczną tej relacji, określoną 
następująco: 

Jeżeli zbiory X1,X2,...,Xn są identyczne i równe X oraz / c i ( x ... xXn 

( tzn./ c X"), to powiemy, że / jest n-argumentową relacją w X. Jeżeli / jest 
funkcją częściową oraz fez X" + 1, to powiemy, że / jest n-argumentową 

DEFINICJA 2 .2 

Systemem relacyjnym nazywamy dowolny układ postaci 

A = (^A,fi,...,fk', r1,..., r () 

taki, że 
(1) A jest niepustym zbiorem, 
(2) dla dowolnego 1 < i < k, ft jest «¡-argumentową operacją w A, 
(3) dla dowolnego 1 < 1, ry-jest m-argumentową relacją w A. 

Zbiór A będziemy nazywać uniwersum systemu relacyjnego A. Układ liczb 
naturalnych <«!,...,nk; mL,....m() będziemy nazywać sygnaturą systemu A. 
Jeżeli w systemie relacyjnym nie występuje żadna relacja, to taki system 
będziemy nazywać algebrą. • 

PRZYKŁAD 2 .1 

Najprostszym przykładem systemu relacyjnego jest graf. Jest to system 
złożony ze zbioru i jednej relacji dwuczłonowej, np. <V,E). Zbiór 
V nazywamy zbiorem wierzchołków grafu, a relację E zbiorem jego krawędzi. 
System taki często przedstawia się w postaci graficznej, elementy zbioru V są 

gdy (x1 , . . . ,x„)er 
gdy (x1;...,x„)<£r 

funkcją częściową w X. 



RYS. 2 .1 

punktami na płaszczyźnie, a pary (a,b) należące do relacji E wektorami 
o początku w punkcie a i końcu w punkcie b. Na rys. 2.1 przedstawiono graf, 
którego zbiorem wierzchołków jest zbiór {1,2,3,4,5,6}, a zbiorem krawędzi 
zbiór {(1,2), (1,3), (1,4), (1,1), (4,5), (4,6)}. • 

PRZYKŁAD 2 .2 

Dwuelementowa algebra Boole'a B0 jest to system relacyjny postaci 

<B0, u , n , - , 1 , 0 > 

o sygnaturze <2, 2, 1, 0, 0> taki, że B0 = {1,0} a operacje u , n , — są 
określone dla dowolnych a, beB0 następująco: 

aub — 1 wtw a = l lub b = 1 
a n b = 1 wtw a = 1 i b = 1 

— a = 1 wtw a = 0 

Elementy zbioru B0 interpretujemy jako symbole prawdy (1) i fałszu (0). 
Operacje u,* n , — nazywamy odpowiednio alternatywą, koniunkcją i ne-
gacją. • 

PRZYKŁAD 2 .3 

Niech s oznacza operację następnika w zbiorze liczb naturalnych N, 0, stałą 
(tzn. zeroargumentową operację) w N, a = relację równości w zbiorze N. 
Układ N = <iV,s,0;=> jest systemem relacyjnym o sygnaturze <1,0; 2). 
Będziemy go nazywać arytmetyką liczb naturalnych. • 

DEFINICJA 2 .3 

Powiemy, że dwa systemy relacyjne 

A = <A,fl,...,fk;ri,...,rly i 

są podobne wtedy i tylko wtedy, gdy 



(1) k = s, l = t oraz 
(2) f i jest «¡-argumentową operacją w B o f jest «¡-argumentową 

operacją w A, dla i < k, 
(3) r'j jest w-członową relacją w B<=>rj jest m^-członową relacją w A, 

dla j ^ l. 
Jeżeli systemy A i B, określone jak w definicji 2.3, są podobne, to 

powiemy, że f i f'h dla i < k są odpowiadającymi sobie operacjami, a r- i r), 
dla j < / są odpowiadającymi sobie relacjami w A i w B. • 

PRZYKŁAD 2 .4 

Niech X = {X*, •; < ) będzie systemem relacyjnym takim, że 
X* jest zbiorem słów nad alfabetem X włączając słowo puste 0 (tzn. 

x* = U xn); 
NEN 

• jest dwuargumentową operacją konkatenacji (tzn. jeżeli w1 ; w 2 e X * , 
to słowo WjWj, powstające przez dopisanie słowa w2 do słowa w1 ; jest 
wynikiem zastosowania operacji • na słowach Wj i w2); 

< jest relacją dwuczłonową taką, że < w2 wtw w2 = Wj w3 dla 
pewnego w3 eX* . 

System X = <X*, •; < ) jest podobny do systemu <J?, + ; < > , gdzie R 
oznacza zbiór liczb rzeczywistych, + operację dodawania w R, a < relację 
liniowego porządku w R. System X = <X*, •; < > nie jest podobny do 
systemu <R, + ,*; ani do systemu (R, ~ ł ; = ) , gdzie * oznacza operację 
mnożenia w i?, a ~1 jednoargumentową operację odwracania liczb rzeczy-
wistych. • 

Niech h będzie odwzorowaniem zbioru A w zbiór B,h :A->B. Jeżeli dla 
dowolnych różnych elementów zbioru A wartości funkcji h są różne (tzn. 
jeżeli a ^ b pociąga za sobą h (a) h (b)), to h nazywamy funkcją różnowar-
tościową. Jeżeli każdy element zbioru B jest wartością funkcji h, to mówimy, 
że h jest odwzorowaniem na zbiór B. • 

DEFINICJA 2 .4 

Niech A i B będą podobnymi systemami relacyjnymi 

A = (A,flt...,fk; r1,...,riy, 
B = (B,gv...,gk; s l s . . . ,s,> 

Homomorfizmem systemu relacyjnego A w system relacyjny B nazywamy 
funkcję h :A^>B taką, że 

(1) dla dowolnej «¡-argumentowej operacji ft w A i dowolnych argu-



mentów a^,...,anieA, jeżeli (a 1 , . . . , a jGi)om(/ i ) , to (h(a1),...,h(aJ)eDom(gi) 
oraz 

h (fi{a1,..., a j ) = g{h (a j , . . . , h (aj); 

(2) dla dowolnej m-argumentowej relacji r} w A i dowolnych argumen-
tów a1,...,amJeA, jeżeli ( « ^ . . . . a ^ e r ^ to (/i(a1),...,/j(amj-))esj.. • 

UWAGA 

Własność (1) w definicji (2.4) będziemy nazywać własnością zachowywania 
operacji. • 

PRZYKŁAD 2 .5 

Rozważmy system <X*, •; < ) (por. przykład 2.4) i system liczb naturalnych 
(N, + ; < ) ze zwykłą interpretacją operacji + i relacji Funkcja 
h:X* -* N taka, że 

h (0) = 0, gdzie 0 oznacza słowo puste, 
h (x) = 1 dla x e X 
h(w• x) = h(w) + h(x) dla dowolnych weX* i xeX 

jest homomorfizmem odwzorującym X w N. 
Warunek (1) definicji homomorfizmu (definicja 2.4) jest spełniony 

w sposób oczywisty. Dla dowodu warunku (2) weźmy w1; w2eX*, mamy 
wtedy 

wi < w2 (3 w2 = wi* w3 (3 w3) h (w2) = h(w1) + h (w3) => 
=>h(w1) < h (w 2) • 

DEFINICJA 2.5 

Jeżeli h jest homomorfizmem odwzorowującym A na B oraz h jest funkcją 
różnowartościową taką, że 

(1) dla dowolnych elementów av...., ani struktury A i dla dowolnej 
funkcji /¡, «¡-argumentowej w A 

(a1,..., a j e Dom ( f ) wtw (h(a1),...,h(aj)e Dom^j 

(2) dla dowolnych elementów ai,...,amj struktury A i dowolnej relacji rjt 

m-argumentowej w A 

(a1,...,amj)erj wtw (h(al),...,h(amj))esj 

to h nazywamy izomorfizmem. Jeżeli istnieje izomorfizm struktury A na 
strukturę B, to mówimy, że struktury A i B są izomorficzne i piszemy A = B. 



PRZYKŁAD 2.6 

Niech + m będzie dodawaniem modulo m w zbiorze liczb całkowitych 
jO, 1 m — 1}. Rozważmy algebrę reszt modulo m 

Zm = <{0,l , . . . , rn-l}, + m> 

oraz algebrę ciągów zerojedynkowych długości (n+1) z działaniem dwuar-
gumentowym plus 

<{0,1 }" + 1,plus} 

gdzie operacja plus jest zdefiniowana następująco: dla danych ciągów 
o = {a0,...,an} oraz b = {b0,...,bn} wynikiem operacji plus dla argumen-
tów a i b jest ciąg {c0, ...,c„} taki, że dla j = 0,...,n zachodzi 
Cj — (aj + bj + pj-1)mod2, gdzie wektor reszt pj jest zdefiniowany następująco 
p _! = 0 i dla / ^ 0 

f l gdy ( a j+b j + p j . t ) > 2 
' (O w przeciwnym razie 

Niech h będzie funkcją odwzorowującą zbiór {0,1}" + 1 w zbiór Zm, gdzie 
m = 2n+1, taką, że h ( f ) = X 2 '* / (O dla/e{0,1}" + 1. 

Oczywiście dla dowolnego /e{0 ,1}" + 1 mamy 

X 2'*/(i) < 2"+ 1 

Ośiśn 
tzn. /i ( / ) e Zm, a więc h jest odwzorowaniem w zbiór Zm. Co więcej, dla każdej 
liczby keZm istnieje i jest zdefiniowany jednoznacznie c i ąg /e {0,1}" + 1 taki, 
że h ( / ) = k. Rzeczywiście, wystarczy przyjąć 

/ (i) = (k div 2') modl, 

gdzie div oznacza dzielenie całkowite. 
Funkcja h jest różnowartościowa, bo dla różnych ciągów / , g, jeżeli i 

jest największą liczbą naturalną, taką że f(i) # g( i),to dla / ( i ) = 1 i g(i) = 0, 
mamy 

h(f)—h(g) = 2 '+ X 2Jf(j)— £ 2Jg{j) > 0 
j < i j < i 

Ponadto, jeżeli /plus g = (c0,..., c„), to 

h(fplusg)= £2% = + + = 
i^n i^n 

= ^ 2i(ai + W+ Pt -1 - 2 (a, •+ b+ Pi -1))div2 = 

= X2'af+ X 2'(Pi -1— 2 (flj + + Pi -1) div2) 
K i i i n l i n 



Zauważmy, że dla dowolnego 0 < i < n, 

Pi—fa^ bt + pt_ J div2 = 0 

oraz 
f l gdy ( E ^ + I ^ m 

(a„ + b„+pn_1)div2 = < i*» i*" . 
[0 w przeciwnym razie 

Ostatecznie 

hifphsg) = h ( f ) + h(g)-2n+1(an + bn + p„_1)div2 = h ( f ) + h(g) 

Zatem funkcja h jest izomorfizmem odwzorowującym system 

<{0,1 }n + 1,plus} n a Z , • 

DEFINICJA 2 .6 

Kongruencją w systemie relacyjnym A = <A, f 1 , . . . , f k ; ri,...,rl} nazywamy 
dowolną relację dwuczłonową « w A taką, że 

(1) « jest relacją równoważności, tzn. relacją zwrotną, symetryczną 
i przechodnią; 

(2) dla dowolnej «¡-argumentowej operacji /j w A i dowolnych elemen-
tów a1,...,ani, a\,...,a'nie A, jeżeli aj « a) dla j ^ to 

(a1,...,ani)eDom(fi) wtw (a'u...,a'ni)eDom (/¡) 

oraz dla (a1 , . . . ,an i)eDom(/ i) mamy 

/ ¡ ( o i , - , a j ~/i(fl'l;•••> A«i) 

(3) dla dowolnej relacji rjt m-argumentowej i dowolnych elementów 
au...,amJ, a\,...,a'mj eA, jeżeli at « a'h dla i = 1,...,m^, to 

(a1,...,amJ)erj wtw (ai,... 5 Am j) ^ ' y' ® 

PRZYKŁAD 2.7 

Rozważmy system relacyjny <7V, + , *> oraz dla pewnego ustalonego k relację 
. « k w JV taką, że 

m xkn wtw (mmodk) = (nmodk) dla dowolnych n, meN 

Relacja Kk jest relacją równoważności w N. Proste sprawdzenie tego faktu 
pozostawiamy czytelnikowi. Co więcej, relacja ta jest kongruencją w systemie 
<N, + ,*,0>. Rzeczywiście, niech ml ~knr i m2 ~kn2, wtedy istnieją takie 
liczby naturalne i1, i2,j1,j2, ri> r2> że 

mi = i1*k + rl m2 = i2*k + r2 

"i =ji*k + r1 n2 =j2*k + r2 



Zatem 
m1 + m2 = (¡'j + j2) * k + + r2 

nt + n2 =(j1+j2)*k + r1+r2 

Reszta z dzielenia ml +m2 przez k jest równa reszcie z dzielenia r1 + r2 przez 
k, a więc jest równa reszcie z dzielenia «j + n 2 przez k. Wynika stąd, że 

(mx + m2) moi k = (n1 + n2) mod k 

Podobnie dla mnożenia 

m1*m2 = ((¿j * i2)*k + r1*i2 + r2*i1)*k + r1*r2 

»1 * »2 = (Oi *72) * + ri *h + *Ji) *k + ri*r2 

Reszta z dzielenia nij * m2 przez k jest równa reszcie z dzielenia r, * r2 przez /c, 
a więc jest równa reszcie z dzielenia n^ * n2 przez k. Stąd 

(m1*m2)modk = (n1*n2)modk • 

PRZYKŁAD 2.8 

Rozważmy system <X*, < ) i homomorfizm h: X* N zdefiniowane jak 
w przykładzie 2.5. Niech « będzie relacją równoważności określoną na-
stępująco: dla dowolnych u, weX 

u k w wtw h(u) = h (w) 

Zauważmy, że jeżeli u w u' oraz w x w', to 

h(u»w) = h(u) + h(w) = h(u') + h(w') = h (u' • w') 

czyli u»w x u'• w'. Jednakże, relacja « nie jest kongruencją, jeśli zbiór 
X zawiera więcej niż jeden element. Rzeczywiście, jeżeli x, y są różnymi 
elementami X, to chociaż x « x, xx « yy i x < xx, to równocześnie nie jest 
prawdą, że x < yy. • 

DEFINICJA 2 .7 

Niech A będzie systemem relacyjnym postaci 

o sygnaturze <n1(...,nk\ m1,...,miy i niech ss będzie kongruencją w A. System 

A / « = ( A / K , f\,...,fV,r\,...,rX> 

nazywamy systemem ilorazowym, jeżeli 

(1) A/K, jest zbiorem klas abstrakcji relacji tzn. 
A / ss = {[a]: a e A}, gdzie [a] = {b e A: a « b}\ 



(2) J'* jest «¡-argumentową operacją w A / ss taką, że dla dowolnych 
au...,anieA 

([fl!],...,[flj)6 Dom ( f i ) wtw («! a j e Dom (/¡) 

oraz dla dowolnych ( [ a j , . . . , [ani]) e Dom (/*) 

(3) r*- jest m-argumentową relacją w taką, że dla dowolnych 

([aj,...,[amj])er*j wtw (a1 , . . . ,amj .)er j • 

UWAGA 

Definicja funkcji f* nie zależy od wyboru reprezentantów klas [aj], . . . , [am], 
gdyż na mocy definicji 2.6 dla dowolnych elementów x,e[a1] , i = l,...,nlf 

fi(al,...,a„i) » . /¡(x!,. . . ,xj, a zatem 

[ / ¡ ( a a j ] = [ / i . (x , , . . . ,x j ] 

Podobnie, definicja relacji r*• nie zależy od wyboru reprezentantów klas 
[ a j , . . . , [ a m j ] , gdyż dla dowolnych x1,...,xmJ takich, że x i e [ a i ] 

^ m j) ' f j ® 

PRZYKŁAD 2.9 

Rozważmy kongruencję « m z przykładu 2.7 oraz system </V, + ) . System 
ilorazowy <iV / ~ m, ® ) jest izomorficzny z systemem Zm zdefiniowanym 
w przykładzie 2.6. Jedyna operacja systemu, jest określona następująco: 
dla dowolnych a,beN 

M® Uf] = [fl + ft] 
Po przyporządkowaniu każdej klasie [a] liczby naturalnej będącej resztą 
z dzielenia a przez m, otrzymujemy wzajemnie jednoznaczną funkcję h 
z N / x m na Zm 

/i([a]) = amodm 

która jest izomorfizmem rozważanych systemów. • 

W dalszym ciągu, jeżeli nazwy relacji i funkcji w systemie relacyjnym nie 
będą miały istotnego znaczenia, będziemy stosowali notację A = 
= (A,QF;i2R), gdzie QF oznacza zbiór funkcji, a QR zbiór relacji systemu A. 

W większości zastosowań, systemy relacyjne, z którymi będziemy mieli 
do czynienia, będą tzw. systemami wielosortowymi. Różne argumenty funkcji 



i relacji w takim systemie mogą należeć do różnych (rozłącznych) zbiorów. 
Przykładem może być przestrzeń wektorowa, w której występują dwa typy 
zbiorów: wektory i skalary oraz operacja mnożenia wektora przez skalar 
określona w iloczynie Wektory x Skalary. 

DEFINICJA 2 .8 

System relacyjny A = (A,i2F;i2R) będziemy nazywać wielosortowym, do-
kładniej t-sortowym, jeżeli 

(1) istnieją zbiory A1,...,At, zwane sortami, takie, że 

A = Ay u . . . u At oraz A{ n A} = 0 dla i ^ j, 1 < i, j < t 

(2) dla dowolnej operacji feQF n-argumentowej jest określony typ 
operacji (il x ... x in -*• i (n+1)) taki, że 

Dom(f) c An x ... x Ain oraz Rg(f) a Ą ( n + 1)) 

(3) dla dowolnej relacji r e QR m-argumentowej jest określony typ relacji 
C/l X - XJm) t a k i ' ż e r C ( A j l X ••• X Ajm)• • 

Przykłady systemów wielosortowych podamy w następnym punkcie. 
Teraz zauważmy tylko, że każdy system wielosortowy jest systemem relacyj-
nym w sensie podanym na początku tego punktu. Jeżeli / jest operacją typu 
(j, x ... x i n -M n + 1) w pewnym systemie wielosortowym, to przyjmując dla 
dowolnych x1,...,xn 

f ( x x ) = {/(* 1'-'*/.) dla (Xxn)eDom(f) 
1 ' " ' ' [nieokreślone w przeciwnym razie 

definiujemy odpowiadającą jej «-argumentową funkcję częściową. 

Niech A = (A,i2F;QR) i B = (B, £2'f; Q'R) będą dwoma systemami 
wielosortowymi odpowiednio o sortach Ai,...,At i Bu...,Bt.. 

DEFINICJA 2 .9 

Powiemy, że systemy wielosortowe A, B są podobne, jeżeli 
(1) A, B są podobnymi systemami relacyjnymi w sensie definicji 2.3; 
(2) t = t' oraz 
(3) odpowiadające sobie operacje i relacje mają takie same typy. • 

Pojęcia homomorfizmu i izomorfizmu systemów wielosortowych są 
prawie identyczne z odpowiednimi pojęciami dla systemów relacyjnych. 
Drobne zmiany wynikają z podziału uniwersum systemu na podzbiory 
różnych typów. 



DEFINICJA 2 . 1 0 

Powiemy, że h jest homomorfizmem (izomorfizmem) odwzorowującym 
system i-sortowy A w (na) system podobny B, jeżeli h jest homomorfizmem 
(izomorfizmem) systemu relacyjnego A w system relacyjny B (por. definicja 
2.4) i ponadto dla dowolnego i ^ t, h(At) cz Bt (h(At) = B{). • 

LEMAT 2 .1 

Dla dowolnych systemów wielosortowych podobnych A, B, C, jeżeli hx jest 
homomorfizmem odwzorowującym system A w system B oraz h2 homomor-
fizmem odwzorowującym system B w system C, to funkcja h taka, że 
h(a) = h2(hl(a)) dla dowolnego ae A, będąca złożeniem funkcji i h2, jest 
homomorfizmem odwzorowującym system A w system C. • 

Bardzo istotne dla naszych dalszych rozważań będzie pojęcie kon-
gruencji. W systemach wielosortowych definicja kongruencji jest nieco inna 
niż w systemach relacyjnych. Musimy zadbać o to, by podział implikowany 
przez relację kongruencji nie łączył w jednej klasie abstrakcji elementów 
różnych typów. 

DEFINICJA 2 . 1 1 

Kongruencją w systemie wielosortowym A będziemy nazywać relację równo-
ważności w A spełniającą warunki definicji 2.6 oraz taką, że dla dowolnego 
aeA, jeżeli aeAt, to klasa abstrakcji wyznaczona przez element a jest 
zawarta w At, [a] c At. • 

Niech A będzie systemem wielosortowym o sortach A l , . . . , A t i niech 
« będzie kongruencją w A. Oznaczmy przez zbiór AJK. Na mocy 
definicji kongruencji BinBj = 0 dla dowolnych i ^y'. Niech / będzie 
dowolną «-argumentową operacją w A typu (i1 x ... x in -> in+1). Zdefiniuje-
my, odpowiadającą / , operację/" w B = Bt u . . . u Bt następująco: 

Domif*) = {([a j , . . . , [ a j ) : (au ...,a„) e Dom (/)} 

oraz dla ([a J , . . . , [ a J ) e i ) o m ( / * ) 

/ • ( [ a j K I ) = [ / ( « i , - , * „ ) ] 

Ponieważ dla dowolnego i ^ t i dla dowolnego a e At, [a] c At, więc [a] e Br 

Wynika stąd, ż e / * c J3t x ... x Bn x Bn+y i w konsekwencji typ funkcj i /* jest 
taki sam jak funkc j i / 

Podobnie, dla dowolnej relacji r typu (jt x ... x jn) w A zdefiniujemy rela-
cję r* następująco: dla dowolnych ( a ^ - . a j c AJ1 x ... x Ajn, 

( [ a j K D e ' - * wtw ( a a , ) e r 



Z przyjętej definicji wynika, że r* c Bjl x ... x Bjn, a więc r* ma taki sam 
typ jak r. 

Oznaczmy przez Q* zbiór wszystkich funkcji / * odpowiadających 
funkcjom f e Q F i przez zbiór wszystkich relacji r* odpowiadających 
relacjom r e Q R . 

DEFINICJA 2 .12 

System A/K = ( B , g d z i e B = u . . . uB t , nazywamy wielosor-
towym systemem ilorazowym. • 

Oczywiście, na mocy przyjętych definicji, system A/k jest podobny do 
systemu A. Ponadto zachodzi następująca, wielokrotnie wykorzystywana 
własność. 

LEMAT 2.2 

Niech A będzie systemem wielosortowym, a A/K system ilorazowym 
zdefiniowanym jak wyżej. Funkcja h: A -»A / « taka, że h (a) = [a] dla a e A, 
jest homomorfizmem odwzorowującym A na A/K. • 

DOWÓD 

Odwzorowanie h jest niewątpliwie funkcją całkowitą odwzorowującą A na 
A/K (zauważmy, że nie jest to jednak funkcja różnowartościowa, gdyż dla 
wszystkich be [a] mamy h(b) = [a]). 

Rozważmy dowolną operację / systemu A. Niech (i1 x ... x in in+1) 
będzie typem / oraz niech (a 1 , . . . , a n ) eDom( f ) . Wtedy na mocy przyjętych 
definicji mamy ([a1] , . . . , [a„])eDom(/*) oraz 

h(f(ai,...,anj) = f*(h(aj), ...,h(an)) = /*([a 1 ] , . . . , [ a j ) = [ / ( ^ „ . „ a j ] 

Rozważmy dowolną relację r typu {i1 x ... x in) w A. Przypuśćmy, że 
(a1,..., a„) e r. Wtedy ([a!],..., [ a j ) e r* na mocy definicji systemu ilorazowego 
(definicja 2.12), a więc (/j(a1),...,/i(a„))er*. Z powyższych rozważań wynika, 
że h jest homomorfizmem. Homomorfizm ten będziemy nazywać homomor-
fizmem naturalnym. • 

UWAGA 

System wielosortowy A = (A,(2F;£2R) o sortach A1,...,Al może być trak-
towany jako system relacyjny jcdnosortowy A' 

A' = </4,i2,,;i2R u {typ,:i < i}> 



w którym sygnaturę rozszerzono o t relacji jednoargumentowych typ, 
określonych następująco: 

typi(a)= aeA, 

Relacje dla i < t definiują występujące w strukturze A typy. Założenie 
rozłączności typów można zdefiniować następującą implikacją 

typla) —> non typj(a) 

dla dowolnych aeA, i ^ j i i,j < t. Jeżeli / jest funkcją typu Anx ... 
... x Ain -* Ai(n+1), to warunkiem koniecznym należenia ciągu (au...,an) do 
dziedziny funkcji / jest wówczas koniunkcja 

tyPiM)n - n typM 
Podobny warunek można sformułować dla relacji. 

Zauważmy ponadto, że jeżeli « jest kongruencją w systemie A', to 
« jest również kongruencją w A. • 

Systemy relacyjne do reprezentacji zbiorów 2.3 
i ciągów skończonych 

Punkt ten zawiera kilka wybranych przykładów struktur danych po-
zwalających operować na zbiorach i ciągach skończonych. 

DEFINICJA 2 .13 

Standardową strukturą słowników nazywamy system relacyjny dwusortowy 

D = ( E u D . insert, delete; member, empty) 

luki, że E n D = 0 i D = Fin(E), tzn. D jest zbiorem wszystkich skoń-
czonych podzbiorów E, 

Insert oraz delete są funkcjami typu (ExD -»• D), 
member jest relacją dwuczłonową typu (E x D), 
empty jest relacją jednoczłonową typu (D), 
Dom (delete) = Ex(D — {0}), Dom (insert) = Ex D 

(turz dlu dowolnych eeE i deD 

insert(e,d) = ¿ u {e}, 
delete (e,d) = d — {e}, jeżeli d ± 0 
i/«empty wtw d = 0 
(v,d)e member wtw eed. • 



Struktura słowników jest ważną i często używaną w informatyce 
strukturą danych. Stosujemy ją, gdy mamy do czynienia ze skończonymi 
zbiorami, a akcje, które zamierzamy wykonywać, polegają na zwiększaniu 
zbioru o nowy element lub usuwaniu elementu ze zbioru. 

DEFINICJA 2 . 1 4 

Standardową strukturą stosów nazywamy system relacyjny dwusortowy 

S = <£ u S, push, pop, top; empty, = ) 

taki, że E jest dowolnym niepustym zbiorem, S jest zbiorem wszystkich 
skończonych ciągów o elementach ze zbioru E oraz 

push jest operacją typu ( £ x S - > S), 
pop jest operacją typu (S -» S), 
top jest operacją jednoargumentową typu (S —• E), 
empty jest jednoczłonową relacją typu (S), 
= jest dwuczłonową relacją typu (E x E) 

oraz dla dowolnych eeE i seS, jeżeli s = (ei,...,en) to 
pop{s) = (e2,...,e„) 
push (e, s) = (e,e,,...,en), 
top(s) = e1. 

Jeżeli s jest ciągiem pustym, to wartości pop (s) i top (s) nie są określone. 

= = {{e,e):eeE} 

s e empty wtw s jest pustym ciągiem. 

Elementy zbioru S będziemy nazywać stosami. • 

Stosy odgrywają podstawową rolę w konstrukcji kompilatorów języków 
programowania. Struktura ta jest równie ważna podczas analizy syntaktycz-
uej tekstu programu źródłowego jak i podczas wykonywania obliczeń. Stos, 
którego elementami są tzw. rekordy aktywacji, jest podstawowym narzę-
dziem realizacji procedur. 

Inną często stosowaną strukturą, która również dotyczy ciągów skoń-
czonych, jest struktura kolejek. 

DEFINICJA 2 .15 

Standardowa strukturą kolejek nazywamy system dwusortowy 

<E u Q, put, out, first; em, =, = ) 
gdzie E jest zbiorem niepustym elementów, Q jest zbiorem ciągów skoń-



czonych o elementach ze zbioru E, włączając zbiór pusty 0, a operacje 
i relacje systemu są określone jak następuje: 

put jest dwuargumentową operacją typu (QxE -> Q) 
out jest jednoargumentową operacją typu (Q -> Q) 
first jest jednoargumentową operacją typu (Q -*• E) 
em jest relacją typu (Q) 
= jest relacją identyczności typu (E x E) 
= jest relacją identyczności typu (Q x Q) 

oraz dla dowolnych ą = (e1,...,en)eQ oraz eeE mamy 
put(q,e) = (ex,...,en,e) Dom(put) = QxE 
out(q) = (e2,...,en), Dom(out) = Q—0 
first (q) = ex Dom (first) = Q—0 
q' e em wtedy i tylko wtedy, gdy q' jest ciągiem pustym 0. • 

Kolejka jest strukturą używaną często w programach symulacyjnych. 
W systemach operacyjnych tworzy się kolejki procesów oczekujących na 
dostęp, np. do drukarki. 

W bardzo wielu zastosowaniach używa się struktur zwanych drzewami. 
Poniżej przedstawimy dwa typy struktur działających na drzewach. 

DEFINICJA 2 . 1 6 

Niech At będzie zbiorem niepustym, którego elementy będziemy nazywać 
atomami. Niech Tree będzie najmniejszym zbiorem wyrażeń zawierającym 
dla każdego aeAt wyrażenie postaci (a) oraz element specjalny none i takim, 
że dla dowolnych dwu elementów t1,t2e Tree, tt, t2 # none wyrażenie (t^ t2) 
jest elementem zbioru Tree. Elementy zbioru Tree będziemy nazywać drze-
wami binarnymi. • 

DEFINICJA 2 .17 

Standardową strukturą drzew binarnych nazywamy system dwusortowy 

(At u Tree, cons, left, right; atom, empty) 

taki, że 
cons jest operacją typu (Tree x Tree -* Tree) 
left jest operacją typu (Tree Tree) 
right jest operacją typu (Tree -> Tree) 
empty i atom są relacjami jednoargumentowymi typu (Tree), tzn. pew-

nymi podzbiorami zbioru Tree 
oraz dla dowolnych teTree i tx,t2e Tree —{none} spełnione są następujące 
warunki: 



cons(t1,t2) = (t1*t2), Dom(cons) = (Tree — {none}) x (Tree— {none}) 
left((t1»t2j) = tl9 Dom(left) = Tree —{none} 
right ((ij • f2)) = t2, Dom (right) = Tree — {none} 
right (i) = left (i) = none, gdy t e atom 
t e atom wtw t = (a) dla pewnego aeAt 
t e empty wtw t = none. H 

Dalej omówimy nieco inny typ drzew binarnych, które znajdują duże 
zastosowanie w zadaniach związanych z porządkowaniem zbiorów. 

Niech Et będzie zbiorem liniowo uporządkowanym przez pewną rela-
cję < . Elementy zbioru Et będziemy nazywać etykietami. Niech Tr będzie 
najmniejszym zbiorem zawierającym wyrażenie ( ) i takim, że jeżeli eeEt 
i tl,t2eTr, to e t2)e Tr. Elementy zbioru Tr będziemy nazywali etykie-
towanymi drzewami binarnymi. Jeżeli drzewo t ma postać (i, et2), to f, 
nazywamy jego lewym poddrzewem, a t2 prawym poddrzewem. Element 
e nazywamy etykietą drzewa t. 

Drzewo teTr nazywamy drzewem binarnych poszukiwań, jeżeli jest 
postaci ( ) lub gdy jest postaci (t1 e t2) i są spełnione następujące warunki: 

(1) dla dowolnej etykiety e' występującej w tv e' < e, 
(2) dla dowolnej etykiety e' występującej w t2, e < e', 
(3) tt i t2 są drzewami binarnych poszukiwań. 
Niech BST będzie zbiorem drzew binarnych poszukiwań. Każdy ele-

ment t tego zbioru jest więc drzewem binarnym skończonym. Wierzchołki 
takiego drzewa są etykietowane elementami zbioru Et. Dla każdego pod-
drzewa t' drzewa t etykieta przypisana korzeniowi tego poddrzewa jest 
większa od etykiety przyporządkowanej każdemu wierzchołkowi lewego 
poddrzewa drzewa t'. Podobnie etykieta przyporządkowana dowolnemu 
wierzchołkowi z prawego poddrzewa drzewa t' jest większa od etykiety 
przyporządkowanej korzeniowi drzewa t'. 

PRZYKŁAD 2 . 1 0 

Rysunek 2.2 przedstawia drzewo binarnych poszukiwań etykietowane licz-
bami naturalnymi. Drzewo binarne przedstawione na rys. 2.3 nie jest 
drzewem binarnych poszukiwań. • 

none none 

k Dvi Tl 



DEFINICJA 2 .18 

Standardową strukturą drzew binarnych poszukiwań nazywamy system dwu-
sortowy 

(Et u BST, val, left, right, new, upl, upr; isnone, = ) 

gdzie 
val jest jednoargumentową operacją typu (BST-> Et) 
left, right są operacjami typu (BST-* BST) 
new jest jednoargumentową operacją typu (Et -> BST) 
upl i upr są dwuargumentowymi operacjami typu (BSTx BST-* BST) 

oraz dla dowolnego eeEt i dowolnych drzew ty,t2eBST 
val (tx e t2) = e, Dom (val) = BST- {()} 
left(tle t2) = ty 
right (ty e t2) = t2, Dom(left) = Dom(right) = BST-{()}, 
new(e) = (()«()) dla dowolnego eeE 

u l(t t et ) — W t W J e s t elementem BST 
1 2 [nieokreślony w pozostałych przypadkach 

u r(t t et ) — i ^ 1 w t w et) J e s t elementem BST 
2 [nieokreślony w pozostałych przypadkach 

isnone jest relacją jednoczłonową w zbiorze BST, spełnioną tylko dla 
elementu (), 

^ jest relacją liniowego porządku w zbiorze Et, a = jest identycznością 
w Et. U 

O języku formalnym 2.4 
Badanie własności konkretnych systemów relacyjnych wymaga języka od-
powiedniego do wyrażania własności operacji i relacji systemu. Językiem, 
którego zwykle używamy w matematyce i który będzie stanowił bazę naszych 
dalszych rozważań, jest język sformalizowany pierwszego rzędu, por. [33, 
AA 451 Formalna definicja tego języka jest treścią tego punktu. 



DEFINICJA 2 .19 

Alfabetem języka pierwszego rzędu nazywamy zbiór A będący sumą rozłącz-
nych zbiorów 

V — zmiennych indywiduowych, 
V0 — zmiennych zdaniowych, 
P — symboli relacyjnych (predykatów), P = (Q)JeJ 

<P — symboli funkcyjnych (funktorów), <5 = ((Pi)ieI 

{ a , v , -i,=>} — symboli logicznych, nazywanych odpowiednio alter-
natywą, koniunkcją, negacją, implikacją, 

{V,3} — symboli dla kwantyfikatorów nazywanych odpowiednio 
kwantyfikatorem ogólnym i szczegółowym, 

{), (} — symboli pomocniczych. • 

W dalszym ciągu będziemy zakładać, że zbiór zmiennych indywiduowych jest 
Numą niepustych, rozłącznych zbiorów Vt, 1 ^ i < tt dla pewnej liczby 
naturalnej tt. Jeżeli xeV{, to powiemy, że x jest zmienną typu i. Każdy 
predykat q eP ma określony typ t(g) postaci (iy x ... x in 0), gdzie n jest 
liczbą argumentów q , a ij,..., i„ są typami jego argumentów, 1 ^ xls < tt. 
Każdy funktor ę e <P ma określony typ t (cp) postaci O', x ... x in -> in+l), gdzie 
n jest liczbą argumentów funktora ę, a i1,...,in są typami jego argumentów, 
I ^ in+1 ^ tt. Zakładamy ponadto, że alfabet A jest zbiorem co 
najwyżej przeliczalnym. 

DEFINICJA 2 . 2 0 

Układ <tt, {t((p)}ęe0, {t{Q)}eeP} nazywamy sygnaturą języka. • 

UWAGA 

Definicja sformalizowanego języka, podana dalej, różni się nieco od zwykle 
przyjmowanej dla języka pierwszego rzędu. Ze względu na późniejsze 
Zastosowania, włączyliśmy do alfabetu zmienne różnych typów i w szczegól-
ności zbiór zmiennych zdaniowych. • 

Zbiór wyrażeń poprawnych języka pierwszego rzędu składa się ze zbioru 
termów i zbioru formuł. Termy umożliwią konstruowanie złożonych wyrażeń 
funkcyjnych, a formuły będą służyły do wyrażania własności opisywanych 
pojęć. 

DKFINICJA 2 .21 

Zbiór termów T (inaczej: wyrażeń algebraicznych) jest to najmniejszy zbiór 
zawierający zbiór zmiennych indywiduowych V i taki, że jeśli <p jest 



funktorem typu (i1 x ... x i„ -> in+1), a ij , . . . ,! , , są termami ze zbioru T 
odpowiednio typów i Ł , i „ , to 9(11;...,Tn) jest termem typu i n + 1 . • 

DEFINICJA 2 . 2 2 

Zbiór formuł F jest to najmniejszy zbiór zawierający zbiór zmiennych 
zdaniowych oraz zbiór formuł elementarnych postaci g (t, ,...,Tm), gdzie g jest 
predykatem typu (ii x ... x i m ->0) , a xx,...,xm są dowolnymi termami od-
powiednio typów i1,...,im, i taki, że 

(1) jeżeli a, (i są formułami, to (a A /i), (a v fi), —1 a, (a => /?) są formułami, 
(2) jeżeli ot jest formułą, a x jest zmienną indywiduową, to (Vx) a, (3x) a 

są formułami. 
Formuły, w których nie występują symbole kwantyfikatorów, nazywa-

my formułami otwartymi. • 

PRZYKŁAD 2 . 1 1 

Jeżeli x,y,zeV oraz + , * są dwuargumentowymi symbolami funkcyjnymi, 
a > jest dwuczłonowym symbolem relacyjnym, w jednosortowym języku L, 
to wyrażenia 

*( + (x,y),z) + (* (x, z), *(y, z)) 

są termami, a wyrażenie 

(Vy) (3x) > (* ( + (x, y), z), + (* (x, z), * (y, z))) 

jest formułą rozważanego języka. 

Jeśli zastosujemy zwykłą notację, w której symbol operacji / relacji 
dwuczłonowej występuje nie przed a między argumentami, to powyższe 
wyrażenia przyjmą postać 

(x + y)* z (x* z) + (y * z) 
(Vy)(3x)(x-|-j>)*z > ((x * z) + (_y * z)) 

W dalszym ciągu we wszystkich przykładach, w których będą występowały 
symbole relacji lub operacji dwuczłonowych, będziemy stosować tę ostatnią 
konwencję. • 

Jeżeli formuła ma postać (3x)a lub (Vx)oe, to a będziemy nazywać 
odpowiednio zakresem kwantyfikatora szczegółowego lub ogólnego. Jeżeli 
zmienna indywiduową x pojawia się w zakresie kwantyfikatora, to mówimy, 
że x jest zmienną związaną lub dokładniej zmienną związaną przez kwan-
tyfikator ogólny w przypadku formuły (Vx)a i zmienną związaną przez 
kwantyfikator szczegółowy w przypadku formuły (3x)a. O kwantyfikato-
rach mówimy, że wiążą wystąpienia zmiennej x w formule a. 



Jeżeli zmienna indywiduowa x występuje w formule /i i nie jest związana 
przez żaden kwantyfikator, to powiemy, że x jest zmienną wolną w [i 
i piszemy fi(x). Napis /i(xŁ,..., xn) oznacza, że x1,...,x„ są zmiennymi wol-
nymi w formule /?. Zbiór wszystkich zmiennych wolnych występujących 
w formule /? będziemy oznaczać przez FV(P). Zbiór wszystkich zmiennych 
występujących w termie z lub w formule a będziemy oznaczać odpowiednio 
przez F(t) i F(a). 

PRZYKŁAD 2 . 1 2 

Rozważmy język pierwszego rzędu jak w przykładzie 2.11 i formułę a postaci 
(/? v y), gdzie 

¡3 = (Vx) (3y)((x + y)*z > y), y = (x > y * (x + y)) 

W formule występuje jedna zmienna wolna z i dwie zmienne związane x, y. 
Wszystkie zmienne występujące w formule y są zmiennymi wolnymi. W for-
mule a występują trzy zmienne wolne x, y, z i dwie zmienne związane x, y. 
Zauważmy, że pewne wystąpienia, np. zmiennej x, są w formule a związane, 
a inne wolne: 

((Vx) (3y) ((x + y) * z > y) v (x > y * (x + >>))) 
związane wystąpienia x wolne wystąpienia x • 

Formalne przedstawienie języka pierwszego rzędu zakończymy na-
stępującą definicją. 

DEFINICJA 2 . 2 3 

Językiem pierwszego rzędu będziemy nazywać układ L =<A,T, F ) , w któ-
rym A jest alfabetem, T jest zbiorem termów, a F jest zbiorem formuł 
zbudowanych nad alfabetem A. • 

UWAGA 

Zmieniając alfabet otrzymujemy inny zbiór termów i inny zbiór formuł, 
a więc inny język pierwszego rzędu. Powyższa definicja jest w istocie opisem 
klasy języków pierwszego rzędu. Dwa języki tej klasy mogą mieć istotnie 
różne alfabety. W dalszym ciągu będziemy stosować następujące skróty: true 
dla formuły (pv —\p) i false dla formuły (p A ~ip), gdzie p jest zmienną 
zdaniową w rozważanym języku. Jeżeli wśród predykatów języka L wy-
stępuje dwuargumentowy predykat = , to fakt ten będziemy podkreślać 
pisząc L = . • 

Zarówno termy, jak i formuły są jedynie wyrażeniami formalnymi, 



którym nadamy sens, jeżeli ustalimy interpretację dla wszystkich symboli 
w nich występujących. Interpretację wyrażeń poprawnych rozważanego 
języka będziemy nazywać semantyką. Semantyka języka — to sposób 
rozumienia jego wyrażeń. 

Niech L będzie językiem pierwszego rzędu o sygnaturze <ti, {i {(p)}lf>£o, 
{l(g)}eep}, a A niepustym zbiorem będącym sumą rozłącznych zbiorów Ai 

dla 1 ^ i ^ tt. Dla dowolnego funktora cp języka L typu t(ę) = (ij x ... 
... x in -» i n + 1 ) niech cpA oznacza n-argumentową funkcję częściową w A, 

<Pa '• An x — x Ain ~> Ai(n+ 

i dla dowolnego predykatu q typu £ (0) = x ... x im -> 0) niech gA oznacza 
m-członową relację w A, 

6a c An x ... x Aim 

Otrzymany w ten sposób system relacyjny 

A = (eJeep) 

ma sygnaturę zgodną z sygnaturą języka L. Funkcję ęA i relację gA będziemy 
nazywać interpretacjami symbolu funkcyjnego ę i symbolu relacyjnego g 
w systemie A. O takim systemie relacyjnym wielosortowym A będziemy 
mówili krótko, że jest strukturą danych dla języka L. 

Jeżeli L = jest językiem, w którym występuje = , to w strukturze danych 
dla L = predykat = będzie zwykle interpretowany jako identyczność. 

PRZYKŁAD 2 .13 

Niech (p, ij/ będą dwuargumentowymi funktorami języka L, a x, y, z zmien-
nymi indywiduowymi. Niech A będzie systemem relacyjnym, którego uniwer-
sum stanowi zbiór liczb rzeczywistych, a operacjami systemu są operacja 
dodawania + i operacja mnożenia *. Ustalmy, że interpretacją symbolu <p 
jest + , a interpretacją symbolu \)/ jest *. Przy powyższych założeniach term 
1¡/{(p {x, y), z) można rozumieć w A jako funkcję trój argumentową 
il/A((pA(x,y),z) określoną w zbiorze liczb rzeczywistych, która trójce liczb 
alt a2, a3 przyporządkowuje liczbę rzeczywistą będącą wartością wyrażenia 
arytmetycznego (ai + a2)* a3. • 

Uogólniając te obserwacje można powiedzieć, że każdy term jest 
wzorcem pewnej funkcji częściowej zdeterminowanej przez znaczenie funk-
torów w nim występujących. Wartości tej funkcji zależą od przyjętych 
wartości zmiennych, od tzw. wartościowania zmiennych. Dalej przedstawimy 
dokładną definicję tego pojęcia. 



I )L(L'INICJA 2 . 2 4 

Wartościowaniem w strukturze danych A dla języka L nazywamy dowolną 
funkcję 

v:VuV0^Au B0 

luką, że v(x)eAi dla xe Vt, 1 ^ i ^ tt oraz v(q)eB0 dla qe F0, tzn. wartoś-
ciowanie przypisuje zmiennej indywiduowej element odpowiedniego typu 
/. nniwersum systemu A, a zmiennej zdaniowej element dwuelementowej 
algebry Boole'a B0. Zbiór wszystkich wartościowań w strukturze A oznaczy-
my przez W (A). • 

DHFINICJA 2.25 

I >lu dowolnego termu x języka L i dla dowolnej struktury danych A znacze-
niem (semantyką) termu T w A jest funkcja częściowa xA, taka, że 

V W ( A ) - A 

oraz dla dowolnego wartościowania v w A 

xA(v) = v (x) dla x e F u F0 

gdzie xl,...,x„ są dowolnymi termami, a ę «-argumentowym funktorem. • 

Powtórzmy jeszcze raz 
(1) Dowolny term x wyznacza w strukturze danych A funkcję częściową 

t^, która dowolnemu wartościowaniu v z dziedziny funkcji xA, przyporząd-
kowuje element xA(v) należący do uniwersum struktury A; 

(2) Wartością termu postaci x jest, przy wartościowaniu v w strukturze 
A, wartość funkcji v dla x; 

(3) Wartością termu x postaci ę(x1,...,xn) jest wynik operacji ęA dla 
irgumentów a1,...,an , jeżeli wartości funkcji x1A,...,xnA są określone dla v 
I równe odpowiednio a1,...,an oraz ( a , , . . . , a j należy do dziedziny funkcji (pA, 

(4) Wartość termu nie zależy od wartości zmiennych, które w nim 
nie występują, możemy zatem każdy term traktować jako funkcję częścio-
wą o skończonej liczbie argumentów. Term, w którym występują zmienne 
X| x„, wyznacza w strukturze danych «-argumentową funkcję częściową 
zależną od zmiennych x1,...,x„. 

W podobny, rekurencyjny sposób przypisujemy znaczenie formułom. 
I )okładną definicję poprzedzimy prostym przykładem. 

<pJ,zia(vI j e ż e l i *ia(v)> •••> t„a(v) oraz 

(PA^iAipl-^nAiP)) Sii określone 
nieokreślone w przeciwnym razie 



PRZYKŁAD 2 . 1 4 

Niech L będzie językiem, a A strukturą danych, opisanymi jak w przykładzie 
2.13. Załóżmy dodatkowo, że w języku L istnieje predykat q dwuczłonowy 
i że odpowiada mu w systemie A relacja < . Rozważmy formułę 

(g (11/ (x, x), 1\> (y, j/)) => Q (x, y)) 

Jeżeli zinterpretujemy ją w systemie A, to otrzymamy wyrażenie (x * x < 
< y * y => x < y), które może być rozumiane jako relacja dwuczłonowa 
zachodząca między liczbami rzeczywistymi a, b, wtedy i tylko wtedy, gdy 
a < b lub \a\ ^ |fe|, lub jako funkcja dwu zmiennych x, y, która przyjmuje 
wartość prawda, gdy x < y lub |x| > |j|. • 

Uogólniając obserwację zawartą w tym przykładzie przyjmujemy na-
stępującą definicję: 

DEFINICJA 2 .26 

Znaczeniem (semantyką) dowolnej formuły a w strukturze danych A będzie-
my nazywać funkcję całkowitą aA 

aA: W (A) - B 0 

która dowolnemu wartościowaniu v przyporządkowuje element dwuelemen-
towej algebry Boole'a B0. Wartość funkcji aA dla ustalonego argumentu 
v nazywamy wartością formuły a przy wartościowaniu v w strukturze 
A i definiujemy rekurencyjnie w następujący sposób: 

< 2 » = v(q) dla qeV0, 

n t , t \ t,;\ 8dy T i » ' - ' T « » są określone 
(0 w przeciwnym razie 

(a A i ? ) » =aA(v)npA{v) 
( a v j f f ) » = aA (i') u [iA(v) 
(a => fi)A(v) = -xA(v)u (]A{v) 
( - i a ) > ) = -aA(v) 
((Vx)a)A(v) = 1 wtw dla każdego ae A, (xA(v%) = 1 
((3x)a)A(v) = i wtw istnieje ae A takie, że txA{v*) = 1, 
gdzie vi (z) = v (z) dla z ^ x i (x) = a 

przy czym t1,...,x„ są dowolnymi termami, g jest n-argumentowym predy-
katem, a a i p są dowolnymi formułami. • 

Zapamiętajmy 
(1) Wartość formuły jest określona przy dowolnym wartościowaniu 

w każdej strukturze danych. 



(2) Wartością formuły elementarnej, w której występuje term o wartości 
nieokreślonej dla danego wartościowania, jest 0 (fałsz). 

(3) Kwantyfikator ogólny jest interpretowany jako kres dolny 

((Vx) x)A(v) = inf{a.A{vx
a)\aeA} 

u kwantyfikator szczegółowy jako kres górny w algebrze Boole'a 

((3*) A ) » = sup {a>*): aeA} 

(4) Wartość formuły przy wartościowaniu v w strukturze A zależy 
jedynie od wartości zmiennych wolnych występujących w tej formule. 

UWAGA 

Jeżeli rozważany język zawiera predykat = oraz T jest termem tego języka, 
to dla dowolnej struktury danych A i dla dowolnego wartościowania v 

A, v N T = T wtedy i tylko wtedy, gdy v e Dom (T) 

Inaczej mówiąc formuła x = T przyjmuje wartość 1 tylko dla tych wartoś-
ciowań, dla których wartości termu x w strukturze A są określone. • 

DEFINICJA 2 . 2 7 

Powiemy, że formuła a jest spełniona przez wartościowanie v w strukturze 
A wtedy i tylko wtedy, gdy aA(v) = 1, krótko A, v l= a. Jeżeli formuła u jest 
spełniona przez każde wartościowanie w strukturze danych A, to powiemy, 
że a jest prawdziwa w A i piszemy A t= a. Jeżeli formuła a jest prawdziwa 
w każdej strukturze, to powiemy, że jest tautologią, symbolicznie N a . • 

PRZYKŁAD 2 .15 

(1) Formuła (Vy)x ^ y jest spełniona w strukturze liczb naturalnych ze 
zwykłą interpretacją predykatu ^ przez wartościowanie v, w którym 
i; (x) = 0, i nie jest prawdziwa w tej strukturze. 

(2) Formuła pewnego języka L jest prawdziwa w każdej 
strukturze danych dla tego języka, w której symbol ^ jest interpretowany 
jako relacja liniowego porządku. 

(3) Formuła postaci ((x: z) ^ y v —i (x: z) < y) jest tautologią, tzn. jest 
prawdziwa niezależnie od wartościowania i interpretacji symbolu relacyjnego 
^ i funkcyjnego :. Gdy wartość termu (x: z) nie jest określona, formuła 
elementarna (x: z) y ma wartość określoną —jest fałszywa. W konsekwen-
cji formuła ((x: z) ^ y v (x: z) y) jest prawdziwa przy każdym wartoś-
ciowaniu w dowolnej strukturze danych. • 



LEMAT 2 .3 

Następujące formuły w języku pierwszego rzędu L są prawdziwe w każdej 
strukturze danych dla L. Nazywamy je prawami logiki klasycznej. 

(1) ( av - ia) prawo wyłączonego środka 
(2) ( - i ( - i a) = a) prawo podwójnego przeczenia 
(3) ((a => /?) => (- i ¡3 => -i a)) prawo transpozycji 
(4) ((Vx) —\a= —i(3x)a) prawo de Morgana • 

DEFINICJA 2 . 2 8 

Niech Z będzie dowolnym zbiorem formuł w języku L. Mówimy, że struktura 
danych A jest modelem zbioru formuł Z, w skrócie A l= Z, jeżeli dla każdej 
formuły a ze zbioru Z, Ał= a. • 

PRZYKŁAD 2 . 1 6 

Rozważmy język pierwszego rzędu L, w którym występują zmienne in-
iywiduowe dwóch typów E i S, symbole funkcyjne top, pop i push typów 
'S -> E), (S -» S), (ExS S) oraz symbole relacyjne empty, = odpowiednio 
typów (S) i (S x S). 

Struktura stosów zdefiniowana w p. 2.3 jest modelem następującego 
ibioru formuł: 

(Ve) (Vs) —i empty (push (e, s)) 
(Ve) (Vs) e = top (push (e, s)) 
(Ve) (Vs) s = pop (push (e, s)) 
(Ve) (V.s) ( - i empty (s)=> s = push (top (s), pop (s))). • 

PRZYKŁAD 2 . 1 7 

Miech a (x) oznacza formułę w języku L = z jedną zmienną wolną x i niech 
x (X/T) będzie formułą otrzymaną z A przez zastąpienie wszystkich wystąpień 
>c przez T. Pokażemy, że każda struktura danych dla języka L jest modelem 
obioru formuł postaci 

((Vx)«(x) => (r = t => a (X/ t ) ) 

^dzie t jest dowolnym termem tego samego typu co zmienna x. Rozważmy 
iowolną strukturę danych A dla L. Niech v będzie dowolnie ustalonym 
wartościowaniem w A, a r dowolnie ustalonym termem zgodnego z x typu. 
Przypuśćmy, że 

A, v N (V x) a (x) oraz A, v t= r = r 



Z drugiego warunku wynika, że wartość termu t jest określona w A przy 
wartościowaniu v. Niech a = xA(v). Na mocy definicji semantyki oraz 
pierwszego warunku A, v* 1= oc(x), czyli 

A , v l= a (X/T) . • 

Problemy wyrażalności w języku pierwszego 
rzędu 2.5 
DEFINICJA 2 . 2 9 

Powiemy, że własność w jest wyrażalna w języku L wtedy i tylko wtedy, 
gdy istnieje formuła a w języku L taka, że dla dowolnej struktury da-
nych A 

A ma własność w wtw A t= a • 

PRZYKŁAD 2 .18 

Własność „być grupą abelową" jest wyrażalna w języku L = , w którym ę jest 
funktorem dwuargumentowym, a zero jest stałą. Niech a oznacza koniunkcję 
następujących formuł: 

(Vx) (3y)ę(x,y) = 0 
(Vx, y) <p (x, y) = ę(y,x) 
(Vx, y) <p (x, ę (y, z)) = <p(ę (x, y), z) 
(Vx) ę(x,0) = x 

A jest grupą abelową wtedy i tylko wtedy, gdy A t= a. • 

PRZYKŁAD 2 .19 

Niech L będzie dowolnym językiem pierwszego rzędu, w którym P jest 
zbiorem predykatów, a $ zbiorem funktorów. Niech eąeP. Rozważmy 
następujący zbiór formuł Axeq w języku L: 

(Vx) eq(x,x) 
(Vx,y){eq(x,y)=>eq{y, x)) 
(Vx, y, z) ((eq (x, y) A eq (y, z)) => eq (x, z)) 
( V x , y ) ( e q ( ę ( x ) , ę ( x ) ) A eq{ę(y),ę(y))/\eq(xl,A ... A eq(x„,y„)) => 
=> eq {ę (x), ę (y))) 
(Vx,y)((eq(x1,y1)A ... A eq(x„,y„)) => g (x) = q (y)) 

dla dowolnego «-argumentowego funktora cpe<P i dowolnego «-argumen-
towego predykatu {?eP. Przez x oznaczyliśmy wektor (x1,...,x„), a przez y 
wektor (y,,...,yB). 



W dowolnej strukturze danych A dla języka L zachodzi następująca 
własność: 

A t= Axeq wtw eqA jest kongruencją w A 

Pierwsze trzy warunki gwarantują, że eqA jest relacją równoważności w A, 
a pozostałe wyrażają własność ekstensjonalności relacji eqA. 

W dalszym ciągu zbiór formuł Axeq będziemy nazywać aksjomatami 
równości. • 

PRZYKŁAD 2 . 2 0 

(1) Oznaczmy przez ot formułę postaci 

(3x1)...(3x„)(Vx)(x = x t v ... v x = x„) 

Formuła a ma następującą własność: dla dowolnej struktury danych A dla 
języka L = , A | = a wtedy i tylko wtedy, gdy uniwersum systemu relacyjnego 
A zawiera co najwyżej n elementów. Rzeczywiście, rozważmy system A, 
którego uniwersum A ma moc większą niż n. Niech v będzie dowolnym 
wartościowaniem w A i niech a będzie takim elementem zbioru A, że 
v (x;) ^ a dla 1 < i ^ n. Wtedy 

A, v* 1= (x ^ Xj A . . . A x ^ x„) 

i w konsekwencji 

non A, v 1= (Vx) (x = xx v ... v x = x„) 

Ponieważ v było dowolnym wartościowaniem, to 

nonAL= ( 3 X 1 ) . . . ( 3 X „ ) ( V X ) ( X = x 1 v ... v x = x„) 

czyli non A1= a. 
Odwrotnie, jeżeli non A t= a, to (ponieważ a jest formułą zamkniętą) dla 

dowolnego wartościowania v, non A, v t= a. 
Stąd 

non A,v N (Vx)(x = XjV ... v x = x„) dla dowolnego v. 

Zgodnie z przyjętym znaczeniem kwantyfikatorów, dla każdego v istnieje taki 
element a, że non A, uJ 1= (x = v ... v x = x„). Ostatecznie, dla dowolnych 
wartości v(x1),...,v(xn) istnieje taki element a, że a # f(x i), dla i ^ n, tzn. 
card(A) > n. 

(2) Rozważmy formułę [i języka L postaci 

(3x t) ... (3x„)(x1 T £ X 2 A X I ^ x 3 A . . . A X 1 / X B A X 2 / X 3 A X 2 ^ X 4 

A . . . A X 2 ^ X „ A . . . A X „ _ 1 ^ x„) 

Formuła fi jest prawdziwa tylko w tych strukturach dla języka L, których 



uniwersum ma co najmniej n elementów. Formuła ft wyraża więc własność 
„uniwersum systemu ma co najmniej n elementów". Dowód tego faktu 
pozostawiamy czytelnikowi. 

Podsumowując oba wymienione przykłady zauważmy, że formuła 
(a A P) wyraża własność „być zbiorem n elementowym", gdyż jest praw-
dziwa tylko w tych strukturach, które jednocześnie mają własność a i włas-
ność p. • 

TWIERDZENIE 2 . 1 

Niech A i B będą strukturami danych dla języka L. Jeżeli /J :A->B jest 
izomorfizmem odwzorowującym strukturę A na strukturę B, to dla dowol-
nego termu x i dla dowolnego wartościowania v w A, xA jest określone przy 
wartościowaniu v wtedy i tylko wtedy, gdy Tb jest określone przy wartoś-
ciowaniu h°v oraz dla określonych TA(V), xB(H°v). 

Co więcej, dla dowolnej formuły a i dowolnego wartościowania v 

Dowód twierdzenia przebiega przez indukcję ze względu na stopień kom-
plikacji termu i formuły. Jeżeli x jest zmienną indywiduową x, to 

h (xA(v)) = h(v (x)) = (h°v) (x) = xB(h o v) = x B(h ° v) 

Jeżeli T jest postaci (p(x1,...,T„) oraz własność (2.1) jest spełniona dla ter-
mów t1,...,t„, to z definicji izomorfizmu struktur i na mocy założenia in-
dukcyjnego 

h(<p( tu...,tJa(v)) = h(ęA(x1A(v),...,xnA(v))) = 
= (pB(h(r1A(v)),...,h(T„A(v))) = (pB(T1B(h°v),...,xnB(h°v)) = 

Zatem własność (2.1) została udowodniona dla wszystkich termów języka L. 

Rozważmy formuły. Niech ot będzie formułą postaci T1,...,Tm). 

A, vt=a wtw A, y|= g(x1,...,xm) wtw xiA określone dla i < m oraz 

( T I A ( ® ) - » T I » a ( 0 ) ) 6 C A 

Stąd i z definicji izomorfizmu 

A,t>i=a wtw (h(xlA{v)),...,h(xmA(v)))eQB wtw 
(•ciB(h°v),...,xmB(h°v))eQa wtw B,/i°ul= e(tlt...,xj 

h (TA(U)) = xB(h O v) (2.1) 

A,vt= a = B,(hov)t= a (2.2) 

DOWÓD 



Załóżmy, że własność (2.2) jest prawdziwa dla formuł fi, fi2 i rozważmy 
formułę postaci (/?T A /?2). Mamy wtedy 

A,V N (/?! A P2) w t w A J P N J ? , i A,V\=P2 w t w 

B,/i ot) Ni?! i B,/l°l>N/?2 wtw B,/lot; N (/?! A j?2) 

Niech a będzie formułą postaci (3x) [i (x). Jeżeli a jest zmienną typu zgodnego 
z x, to b — h (a) też ma typ zgodny z x, a ponadto 

A, r N (3x) P (x) wtw 
dla pewnego a, A, v„ N ¡3 (x) wtw 
dla pewnego a e A, B, h ° v„ N (x) wtw 
dla pewnego a e A, B, (¿i°i;)£(a) N/?(x) wtw 
dla pewnego b e B, B, (h°v)i = /i(x) wtw 

B, /i°t;N (3x)£(x) 

Dowód własności (2.2) w przypadku innych postaci formuł przebiega 
analogicznie. • 

Na mocy twierdzenia 2.1, jeżeli A(= a oraz B jest strukturą izomorficz-
ną z A, to B N a. Inaczej mówiąc, jeżeli struktura A jest modelem pewnego 
zbioru formuł Z, to każda struktura izomorficzna z A też jest modelem 
zbioru Z. Zatem, nie jest możliwa jednoznaczna charakteryzacja jakiej-
kolwiek struktury za pomocą formuły. Co najwyżej możemy poszukiwać 
charakteryzacji klas struktur izomorficznych. Niestety i to zdanie nie zawsze 
może być uwieńczone sukcesem. 

PRZYKŁAD 2 . 2 1 

Rozważmy strukturę liczb naturalnych 

N = <JV,s,0;=> 

Własność „być liczbą naturalną" czy też „być strukturą liczb naturalnych" 
nie jest wyrażalna w języku pierwszego rzędu z równością. Oczywiście 
możemy scharakteryzować stałą 0 i funkcję następnika s za pomocą na-
stępującej formuły oc: 

(Vx) (s (x) = s (x) A —is (x) = 0) A (Vx, y) (s (x) = s (y)=>x = y) 

Jednakże z tego, że N N A nie wynika, że uniwersum struktury N składa się 
z liczb naturalnych lub że N jest izomorficzne ze strukturą liczb naturalnych. 
Własności, które gwarantuje nam prawdziwość formuły a w strukturze N są 
następujące: 

(1) interpretacja funktora sjest funkcją całkowitą; 
(2) funkcja ta nie przyjmuje wartości 0; 
(3) interpretacja funktora s jest funkcją różnowartościową. 



Okazuje się, że dodanie do formuły ot, tzw. schematu indukcji 

(Y (* /0 ) A ( V x ) (y (x) => y ( x / s (x)))) => ( V x ) y (x) 

nadal nie prowadzi do charakteryzacji zbioru liczb naturalnych. Aksjomaty 
podane poprzednio, aksjomaty Peano, nie pozwalają odrzucić modeli, które 
oprócz liczb naturalnych zawierają tzw. elementy niestandardowe. Okazuje 
się, że zbiór przedstawionych wyżej aksjomatów ma modele nieprzeliczalne, 
są to tzw. niestandardowe modele arytmetyki [21], • 

Niestety, większość interesujących nas własności nie daje się wyrazić za 
pomocą formuł pierwszego rzędu. Do takich własności należą m.in.: 

(1) być zbiorem skończonym; 
(2) być relacją dobrego porządku; 
(3) być liczbą naturalną; 
(4) być stosem; 
(5) być kolejką; 
(6) być drzewem binarnym, skończonym. 
Aby zakończyć ten rozdział pozytywnym akcentem, rozważmy sprawę 

częściowości funkcji będących interpretacjami funktorów języka. Zgodnie 
/, przyjętą semantyką, niektóre termy mogą mieć nieokreślone wartości 
w pewnych strukturach danych i przy pewnych wartościowaniach. W kon-
sekwencji formuły elementarne, w których wystąpił taki term mają, zgodnie 
/, przyjętą semantyką, wartość fałsz. Dla dalszych rozważań istotne będzie 
wykrywanie i definiowanie tych „nienormalnych" sytuacji w obliczaniu 
wartości termu czy formuły otwartej (tzn. formuły nie zawierającej kwan-
tyfikatorów). Przedstawimy rekurencyjną definicję własności, która wyraża 
określoność termów i formuł otwartych pierwszego rzędu. 

DEFINICJA 2 . 3 0 

Dla dowolnych termów T, TJ,...,^ i dowolnych formuł otwartych a, /? języka 
pierwszego rzędu L = niech 

ok (t) = (t = t) 

o/c (e (Ti,...,!,,)) = ( o / c ^ A ... Aoli(lJ) 

ok (A A p) U ok (<xv/]) = ok = {ok (A) A ok (/?)) 

ok ( - 1 ot) = ok (ot) 

LEMAT 2.4 

Dla dowolnego termu lub formuły otwartej w, dla dowolnej struktury da-
nych A i dowolnego wartościowania v. 



A, v\-ok(w) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego termu postaci 
Ę>(T1,...,TI1) występującego w wyrażeniu w, funkcje częściowe z1A,...,znA mają 
określone wartości przy wartościowaniu v oraz (z1 A , . . . ,zn A)eDom((p). 

Oczywisty dowód lematu pomijamy. • 

UWAGA: 

W pewnych przypadkach (np. p. 3.3) termin ok (w) będzie użyty jako skrót 
zastępujący zdanie: „wartość wyrażenia w jest określona". • 



Deterministyczne programy iteracyjne 

Wprowadzenie 
W tym rozdziale omówimy najprostszą klasę programów n, zwaną klasą 
programów iteracyjnych lub klasą deterministycznych while-programów. 
Klasa ta jest dostatecznie bogata, by można było z jej pomocą zdefiniować 
każdą funkcję obliczalną [21]. Na przykładzie klasy n pokażemy, jak pewne 
metody logiki mogą być użyte do analizy programów i badania struktur 
danych. 

Podstawą naszych rozważań będzie język rachunku kwantyfikatorów 
z równością, tzn. język pierwszego rzędu (por. p. 2.3). Jednak język taki jest 
zbyt ubogi, by mówić o bardziej skomplikowanych własnościach pro-
gramów, np.: własność stopu nie jest w nim wyrażalna. W konsekwencji 
rozszerzymy język pierwszego rzędu dopuszczając wyrażenia, w których 
oprócz zwykłych formuł klasycznego rachunku logicznego będą występować 
formuły algorytmiczne. Formuły algorytmiczne pozwolą wyrazić własność 
stopu i wiele innych własności programów i struktur danych niewyrażalnych 
w języku pierwszego rzędu. 

Język programów 
Rozwojowi maszyn cyfrowych towarzyszył od początku szybki rozwój 
języków programowania. Jedne języki mają charakter uniwersalny, inne 
służą wyspecjalizowanym zadaniom. Często różnią się znacznie nie tylko pod 
względem formalnym, ale także zestawem oferowanych instrukcji. Co więcej, 
ten proces trwa nadal. Pojawiają się nowe języki wyposażone w nowe 
konstrukcje mające ułatwić proces programowania, np. procesy równoległe, 
klasy czy współprogramy. W tej mnogości języków można wyodrębnić 
pewne wspólne cechy. I tak, w większości języków programowania program 
jest rozumiany jako skończony ciąg instrukcji. Łącząc instrukcje za pomocą 
pewnych dopuszczalnych konstrukcji buduje się instrukcje bardziej skom-
plikowane. 



W tym rozdziale przedstawiamy klasę deterministycznych programów 
iteracyjnych, jednak definicja ta będzie abstrahować od pewnych szczegółów, 
takich jak np. deklaracje zmiennych, które nie odgrywają istotnej roli 
w analizie programów z tej klasy. 

Niech L będzie ustalonym językiem pierwszego rzędu. Termy (por. 
definicję 2.21) i formuły (por. definicję 2.22) tego języka będą służyć jako 
wyrażenia arytmetyczne i wyrażenia booleowskie w programach zdefiniowa-
nych w tym rozdziale. 

DEFINICJA 3.1 

Instrukcją przypisania będziemy nazywać dowolny napis postaci 

X : = T lub q := y 

gdzie x jest zmienną indywiduową, T jest termem tego samego typu co 
zmienna x, q jest zmienną zdaniową, a y jest formułą otwartą. • 

PRZYKŁAD 3.1 

Jeżeli w języku L jednosortowym występują zmienne x, y, symbole operacji 
dwuargumentowych + , — oraz symbole relacji dwuargumentowych 
sC to 

z:— (x + y) — z oraz q := (x < y => x ^ (y — z)) 

są instrukcjami przypisania. • 

Instrukcje przypisania będziemy nazywać programami atomowymi lub 
elementarnymi. 

DEFINICJA 3 .2 

Zbiór u programów deterministycznych iteracyjnych w języku L jest to 
najmniejszy zbiór wyrażeń spełniających następujące warunki: 

(1) każda instrukcja przypisania w języku L jest programem klasy n; 
(2) jeżeli y jest formułą otwartą oraz K i M są programami należącymi 

do n, to wyrażenie if y then K else M fi jest programem klasy n; 
(3) jeżeli y jest formułą otwartą oraz M jest programem klasy n, to 

wyrażenie while y do M od jest programem klasy n; 
(4) jeżeli K, M są programami klasy n, to wyrażenie begin K; M end jest 

programem klasy n. • 

Przyjęto ilustrować programy w postaci tzw. grafów przepływu, dia-
gramów. Każdy diagram jest grafem z jednym wejściem i jednym wyjściem, 
wierzchołkami grafu są testy (formuły otwarte) lub instrukcje przypisania, 



Diagram przedstawiający najprostszy program atomowy ma postać jak na 
rys. 3.1. 

Jeżeli dane są diagramy odpowiadające programom K i M (rys. 3.2), to 
identyfikując krawędź wyjściową pierwszego programu z krawędzią wejś-
ciową drugiego otrzymamy diagram programu złożonego begin K; M end 
(rys. 3.3). 

1 
X: = r K M 

1 RYS. 3 .1 RYS. 3 .2 

K 

M 

RYS. 3.3 begin K; M end. 

Analogicznie, jeżeli diagramy programów K i M są takie, jak przed-
stawiono na rys. 3.2, to grafy z rys. 3.4 i 3.5 są odpowiednio diagramami 
programów 

if y then K else M fi i while y do K od 

Zauważmy, że zbiór programów n tworzy algebrę z dwoma dwuar-
gumentowymi operacjami składania o i rozgałęzienia \y oraz jednoargumen-
tową operacją iteracji * y dla y e F0 , określonymi następująco: 

K o M = begin K; M end 

K \ y U = i i y then K else M fi 
if * M = while y do M od 

CZD 
t h e n / \ e l s e 

Lf n than K e lso M f i RYS. 3.4 

(^while 

\od 

white y do K od RYS. 3 .5 



Zbiorem generatorów tej algebry jest zbiór wszystkich instrukcji przypisania, 
tzn. każdy program można otrzymać z instrukcji przypisania stosując (być 
może wielokrotnie) operacje składania, rozgałęziania i iteracji. 

Algebraiczny charakter zbioru n podkreśla modularną strukturę roz-
ważanej klasy programów. Operacje składania, rozgałęziania i iteracji są 
przykładami operacji programotwórczych. 

W dalszym ciągu będziemy stosować następujące uproszczenia: 
(1) zamiast ¿-krotnego złożenia programów 

begin K; begin K;... K end end 
V J 

Y 

i razy 

będziemy pisać krótko K'; 
(2) dla dowolnej zmiennej x, zamiast instrukcji 

if y then K else x := x fi 

będziemy pisać krótko if y then K fi. 

Semantyka 3.3 
Zadanie określenia semantyki języka programowania sprowadza się do 
podania interpretacji wszystkich symboli występujących w rozważanym 
języku. Po pierwsze, musimy wybrać zbiór, którego elementy będą reprezen-
towały wartości zmiennych, a po drugie, musimy przypisać symbolom 
funkcyjnym i relacyjnym odpowiednie operacje i relacje w wybranym 
zbiorze. Oznacza to, że musimy najpierw ustalić system relacyjny od-
powiadający językowi pierwszego rzędu lub inaczej, strukturę danych dla 
języka, nad którym zbudowano język programowania. Wszystkie termy 
i formuły pojawiające się w programach będą miały przypisane znaczenie 
zgodnie z definicjami przyjętymi w p. 2.3. Pozostała jeszcze zasadnicza 
sprawa przypisania znaczenia konstrukcjom programotwórczym. Korzys-
tając z modularnej struktury programów podamy interpretację programów 
atomowych i określimy sposób tworzenia interpretacji konstrukcji bardziej 
złożonych z interpretacji programów prostszych. 

Chociaż nie ma jednoznacznej opinii, jak rozumieć poszczególne kon-
strukcje programotwórcze, to jest powszechnie przyjęte, by wiązać z pro-
gramem pewną relację binarną określającą związek między danymi (tzn. 
stanem pamięci przed wykonaniem programu) a wynikami (tzn. stanem 
pamięci po wykonaniu programu). Relację taką nazywa się relacją wejścia-
-wyjścia. Ponieważ stan pamięci będzie dla nas wartościowaniem (por. 
z definicją 2.24), zatem relacja przypisana programowi będzie relacją binarną 
w zbiorze wszystkich wartościowań. Będziemy używali terminu wartoś-
ciowanie początkowe do określenia stanu pamięci przed wykonaniem pro-



gramu i wartościowanie końcowe do określenia stanu pamięci po wykonaniu 
programu. 

Przedstawiony dalej sposób wyznaczania relacji wejścia-wyjścia dla 
danego programu klasyfikuje się jako przykład semantyki operacyjnej. 

Niech M będzie programem, a A strukturą danych języka L. Jeżeli 
wartościowania v, v' należą do relacji wejścia-wyjścia wyznaczonej przez 
program M w strukturze A, to fakt ten zapiszemy w postaci 

ewentualnie pomijając indeks A, jeśli struktura danych jest ustalona. 
Relację wejścia-wyjścia definiujemy rekurencyjnie następująco: 

v —vx wtw wartość coA(v) jest określona, (̂JJC) = coA(v) 

i v1(z) = v (z) dla z ^ x 
beginK;Mend. , ,, K. , , M. 

v —— wtw (3v)v —-*V 1 V — 
if y then K clse M fi. . / 1 / w • K , 

v >vt wtw A, v t= (y A ok(y)) i v—>vx 

l u b A, v T= (~ iy A OFC(y)) i v 

while y do M odA , . , 1 / \\ • 
v > wtw A, v \= (-1 y A ok (y)j i vt — v 

lub A, cl= (y Aofc(y)) i (3u') v v' i v' wl"'eydoMmlł
) v± 

dla dowolnych v, w strukturze danych A. 
Głębszy wgląd w metodę wyznaczania znaczenia programu w strukturze 
danych pozwala na zrozumienie procesu, w którym stan początkowy 
pamięci, jest przekształcany w wynik. Proces ten będziemy nazywać ob-
liczeniem programu. Poniżej przedstawimy formalne pojęcie obliczenia oraz 
dwa pojęcia pomocnicze: konfiguracji i relacji bezpośredniego następstwa. 

DEFINICJA 3.3 

Konfiguracją (lub stanem obliczenia) w ustalonej strukturze danych A bę-
dziemy nazywać uporządkowaną parę (v,Kt;...;K„> gdzie v jest wartoś-
ciowaniem w A, a Kj^ , . . . , ^ jest skończoną listą programów, które będą 
kolejno wykonywane. (Dla uproszczenia nazwa struktury nie występuje 
w zapisie konfiguracji). • 

W zbiorze wszystkich konfiguracji w ustalonej strukturze A określimy 
relację bezpośredniego następstwa. Za jej pomocą zdefiniujemy pojęcie 
obliczenia. 
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)EFINICJA 3.4 

>efinicją bezpośredniego następstwa nazywamy relację binarną ^>(znak 
będziemy pomijać, jeżeli nie będzie prowadziło to do nieporozumień) 

kreśloną w zbiorze wszystkich konfiguracji w strukturze A w sposób 
astępujący: 

Zauważmy, że dla danej konfiguracji istnieje co najwyżej jedna kon-
iguracja będąca jej bezpośrednim następnikiem. Co więcej, pewne konfigura-
cje nie są w relacji bezpośredniego następstwa z żadną inną konfiguracją. 
Należą do nich na przykład konfiguracje postaci <t>,> oraz (v, x := y; M) , gdy 
> nie należy do Dom (y). 

DEFINICJA 3.5 

Dbliczeniem programu M w strukturze danych A przy wartościowaniu 
początkowym v będziemy nazywać ciąg konfiguracji 9 taki, że 

(1) pierwszym elementem ciągu jest konfiguracja 90 = (v, M ) 
(2) jeżeli jest określony i-ty element ciągu ()i oraz 
(a) istnieje konfiguracja Konf taka, że 0i Konf, to jest określony i+ 1 

;lement ciągu 9 oraz 0i+1 = Konf, 
(b) w przeciwnym razie element 9 i + 1 nie jest określony i 0, jest ostatnim 

slementem ciągu. • 

PRZYKŁAD 3.2 

Rozważmy program K postaci  



(2) Rozważmy wartościowanie początkowe v takie, że v (x) eN,v (z) < 0, 
np. v (x) = 0, v(z) = — 2. Program K ma wtedy obliczenie nieskończone. 
Będzie tak, ponieważ w każdym kroku obliczenia wartość zmiennej y rośnie, 
a wartość zmiennej z nie ulega zmianie. Zatem nigdy nie zajdzie warunek 
y = z. Oznacza to, że pętla while będzie wykonywana nieskończenie wiele 
razy. Inaczej mówiąc, obliczenie programu jest nieskończone. 

oraz M = begin x := 1 +(1/(1 + x)) end w języku L. Niech 
<R, 0,1, + , / ) będzie strukturą danych dla jednosortowego języka L taką, że 
R jest zbiorem liczb rzeczywistych, a 0, 1, + , / są naturalnymi operacjami 
w tym zbiorze. 

(1) Dla danych początkowych v takich, że u(x), v(z)eN program K ma 
obliczenia skończone. Jeżeli v(x) = 1, v (z) = 2, to obliczenie programu 
K wygląda następująco (wartość zmiennej y w wartościowaniu v pomijamy, 
gdyż jest nieistotna w przedstawionym obliczeniu): 



(3) Niech v będzie wartościowaniem takim, żev(x) = — 1 ,v(z) = 2. Przy 
takim wartościowaniu początkowym program K ma obliczenie skończone 
nieudane. 

K 
- 1 - 2 ' 

x y z 
- 1 - 2 

x y z 
- 1 0 2 

x y z 

, y := 0; while -i y = z do M od 

, while —iy = z do M od 

, M; while —iy = z do M od 

, y:= y +1; x : = l + (1/(1 +x)); while - iy = z do M od 

, x := 1 +(1/(1 +x)); while - iy = z do M od 

- 1 0 2 

x y z 
- 1 0 2 

x y z 
- 1 1 2 

Obliczenie urywa się nie dając wyniku, ponieważ aktualna instrukcja 
wymaga dzielenia przez zero. • 

Jeżeli program M ma obliczenie 9 skończone w strukturze A przy 
wartościowaniu v i konfiguracja końcowa ma postać <V,0>, tzn. lista pro-
gramów do wykonania jest pusta, to wartościowanie v' nazywamy wynikiem 
programu M dla danych v. 

Jeżeli obliczenie 9 jest ciągiem nieskończonym rozpoczynającym się 
od pary (v, M>, to powiemy, że 9 jest nieskończonym obliczeniem pro-
gramu M dla danych v. 

Jeżeli obliczenie 9 jest ciągiem skończonym, ale lista instrukcji do wy-
konania w ostatniej konfiguracji nie jest pusta, to 9 jest obliczeniem nie-
udanym. Mamy więc do czynienia z obliczeniem nieudanym wtedy i tylko 
wtedy, gdy w trakcie obliczenia pojawi się (w termie lub w formule) funk-
cja częściowa, której wartość, dla aktualnego stanu zmiennych, nie jest 
określona. 

Niech M a oznacza relację w zbiorze wartościowań taką, że (v, v')e MA 

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skończone obliczenie 9 programu M w stru-
kturze A przy wartościowaniu początkowym v, którego wynikiem jest v'. 
Poniżej przedstawimy własności tej relacji. 

UWAGA 

Dla dowolnej struktury A, dla dowolnego wartościowania v i dla dowolnego 
programu M 



(r, v') e M a wtw v v' 

Oczywisty dowód pomijamy. 

LEMAT 3.1 

Dla dowolnego programu M, dowolnej struktury A, MA jest funkcją 
częściową oraz 

(1) jeżeli M jest postaci x := co, to Dom(MA) = {v:A,vt= ok (co)} i dla 
v e Dom (MA) mamy 

MA(r) = v', gdzie t/(x) = (oA(v), v'(z) = v (z) dla z ^ x; 

(2) jeżeli M jest postaci begin K x ; K 2 end, to 

Dom(MA) = {v:veDom(K1A) i K1A(v)e Dom(K2A)} 
oraz 

M » = K 2 A ( K 1 A ( D ) ) d l a v e Dom ( M A ) 

(3) jeżeli M jest postaci if y then K j else K 2 fi, to 

Dom ( M A ) = {v:ve Dom ( K j A) i A , v 1= (ok (y) A y)} u 
{v:veDom(K2A) i A, v 4= (ok (Y) A -I y)} 
i dla veDom(MA) 

(4) jeżeli M jest postaci while y do K od, to 

MA(V) = K'A(v), 

gdzie i jest najmniejszą liczbą naturalną taką, że dla j < i, veDom(Kj
A) 

i A , K { ( I > ) N (ok (y) A y) oraz A , KA(I?) (= (ok (y) A - 1 y). Jeżeli takie i nie istnieje, 
to v<£Dom(Ma) 

Dowód lematu pozostawiamy czytelnikowi. 

DEFINICJA 3 .6 

Niech L będzie ustalonym językiem pierwszego rzędu, n klasą programów 
iteracyjnych nad tym językiem, A zaś strukturą danych dla L. Powiemy, że 
funkcja częściowa n-zmiennych/(x1 , . . . ,x„) jest programowalna w strukturze 
A w klasie n wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje program M e n zależny (co 
najmniej) od zmiennych x1,...,x„, x n + 1 i taki, że dla dowolnych a^eA 
i dowolnego wartościowania v takiego, że v (x;) = aj dla j < n, 

(1) (al,...,an)e Dom(f) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skończone, 



udane obliczenie programu M przy wartościowaniu początkowym v w A 
oraz 

(2) jeżeli (a l s . . . , a n )e i )om(/ ) i v' = MA(t>), to v'(xn+1) = f(a1,...,a„) 

U W A G A 

Każda funkcja częściowo rekurencyjna [21] jest programowalna w struk-
turze liczb naturalnych N = <iV, 0, s; = ) w klasie deterministycznych pro-
gramów iteracyjnych. • 

PRZYKŁAD 3 .3 

Rozważamy język pierwszego rzędu o sygnaturze <0,1; 2 ,2) oraz funkcję 
dw (x, y) określoną w zbiorze liczb naturalnych, której wynikiem jest część 
całkowita ilorazu x/y. Funkcja div jest programowalna w strukturze 
<N,0 , s ; = ) przez program M następującej postaci: 

begin 
r := x; wynik := 0; 
while y < r 
do 

u:= y;j:= 0; 
while —i r = u 
do 

u:= s (M); j := s(j) 
od; 
r := j; wynik := s (wynik) 

od 
end 

Rzeczywiście, dla dowolnego wartościowania v, jeżeli v(x) < v (y), to wartoś-
cią zmiennej wynik po wykonaniu programu jest 0, a w przeciwnym razie, 
wartością zmiennej wynik jest największa liczba naturalna n taka, że 
n * v (y) ^ v (x). • 

DEFINICJA 3 .7 

Niech L będzie ustalonym językiem pierwszego rzędu, n klasą programów 
iteracyjnych nad tym językiem, A zaś strukturą danych dla L. Powiemy, że 
relacja r(x1...,xm) typu (i1x...xim) jest programowalna w strukturze 
A w klasie n, jeżeli istnieje program MEN zależny od (co najmniej) zmiennych 
xl...,xm i zmiennej zdaniowej q taki, że dla dowolnych a ^ A i dowolnego 
wartościowania v takiego, że v(x}) = aj dla j < m, (at ...,am)er wtedy i tylko 
wtedy, gdy istnieje skończone, udane obliczenie programu M przy wartoś-
ciowaniu początkowym v oraz dla v' = M A (D ) , v'(q) = 1. • 



UWAGA 

Każda relacja częściowo rekurencyjna [21] jest programowalna w strukturze 
liczb naturalnych N = <N,0,s; = ) w klasie deterministycznych programów 
iteracyjnych. • 

PRZYKŁAD 3.4 

Niech L będzie ustalonym językiem pierwszego rzędu o sygnaturze <0,1;2>, 
a 7i klasą programów iteracyjnych nad L. Rozważmy relację < w zbiorze 
liczb naturalnych. Relacja ta jest programowalna w strukturze liczb natural-
nych N = (N, 0, s; = ) przez program M następującej postaci: 

begin 
u := x; 
w:= y; 
q := true; 
while (qA~iu = yv—iqA ~ix = w) 

do 
q:= -i q; 
if q then u := s (u) else w:= s (w) fi 

od 
end 

Zauważmy, że program M zatrzymuje się przy dowolnych danych począt-
kowych w strukturze N. • 

Na zakończenie przypomnijmy jeszcze raz, że program jest tworem formal-
nym. Sposób, w jaki będzie wykonywany, funkcja, jaką przedstawia, zależą 
od struktury danych, są zdeterminowane przez strukturę danych i ustalony 
wcześniej sposób rozumienia operacji programotwórczych. 

PRZYKŁAD 3.5 

Rozważmy program M postaci 

begin 
z := x; 
u:= y; 
while - iz = 0 a ~\U = 0 

do 
if z > u then z := z — u else u := u —z fi 

od 
if z = 0 then z := u fi 

end 



Wszystkie zmienne występujące w programie są tego samego typu, > jest 
dwuczłonowym predykatem, — dwuargumentowym funktorem, a 0 stałą. 

(1) Niech 

A1 = < C , 0 , - ; > , = > 

będzie strukturą liczb całkowitych ze stałą 0, jedną funkcją dwuargumentową 
— (odejmowanie) i dwoma relacjami > (relacja większości) i = (relacja 
równości). W strukturze A1 ; jeżeli dane spełniają warunek v (x) ^ 0 i v (y) ^ 0, 
to wartością zmiennej z po wykonaniu programu M jest największy wspólny 
dzielnik liczb v(x) i v (y). 

(2) Niech A 2 będzie strukturą danych 

A 2 = < W R [ X ] , 0 , - ; = > 

gdzie VF[x] jest pierścieniem wielomianów nad ciałem liczb wymiernych, 
0 jest zerem tego pierścienia, — jest operacją dwuargumentową taką, że 
w i ~ w2 j e s t resztą z dzielenia w1 przez w2, > jest relacją porządkującą zbiór 
wielomianów (wt > w2 wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian w, ma wyższy 
stopień niż w2 lub gdy współczynnik przy najwyższej potędze różniącej te 
wielomiany jest większy w wielomianie w j . Po wykonaniu programu 
M w strukturze A2 wartością zmiennej z jest największy wspólny dzielnik 
wielomianów będących wartościami zmiennych x i y. 

(3) Niech 

A 3 = < 0 , 0 , - ; > , = > 

będzie strukturą danych o uniwersum będącym zbiorem wszystkich odcin-
ków O na płaszczyźnie rzeczywistej i taką, że 0 jest odcinkiem pustym, — jest 
różnicą odcinków, a > relacją porównywania długości odcinków. Po 
wykonaniu programu M w strukturze A3 wartością zmiennej z jest najdłuż-
szy odcinek, który mieści się całkowitą ilość razy w odcinkach będących 
wartościami zmiennych x i y. Zauważmy, że w tej strukturze program M nie 
zawsze ma obliczenie skończone. • 

DEFINICJA 3.8 

Niech Z będzie dowolnym zbiorem zmiennych. Powiemy, że dwa wartoś-
ciowania v, v' pokrywają się z dokładnością do zbioru Z, symbolicznie 

v = v'offZ 

jeżeli v (x) = v'(x) dla wszystkich tych zmiennych x, które nie należą do Z. 
• 

Chociaż dane programu są opisane w naszej formalizacji za pomocą 
wartościowania początkowego, które jest w gruncie rzeczy nieskończonym 

•rniianmirh tr> wvniV nrnuramu nie w jednakowym stopniu 



zależy od wszystkich jego elementów. Od czego więc zależy wynik programu 
K? Oczywiście nie zależy od zmiennych, które w nim nie występują. Zatem 
wynik programu K przy wartościowaniu początkowym v w strukturze A, 
jeżeli istnieje, spełnia własność 

U = K A 0 , ) o f f V ( K ) 

Oznaczmy przez V0Ut(K) zbiór zmiennych występujących w programie K po 
lewej stronie instrukcji przypisania. Jeżeli program K ma określony wynik 
w strukturze A przy wartościowaniu początkowym v, to na mocy definicji 
obliczenia, wartościowanie początkowe i wartościowanie wynikowe różnić 
się mogą co najwyżej wartościami zmiennych należących do zbioru Vgut(K), 
tzn. 

K » = voffVout(K) 

Łatwo zauważyć, że wynik programu nie zależy od wartości początkowej 
tych zmiennych, które występują jedynie po lewej stronie instrukcji przypisa-
nia. Pełnią one rolę zmiennych pomocniczych programu. Przez analogię do 
pojęcia zmiennej związanej w formule, możemy je nazywać zmiennymi 
związanymi programu. 

Niech ^„(K) oznacza te zmienne programu K, które występują w testach 
lub po prawej stronie instrukcji przypisania. Od wartości zmiennych ze 
zbioru ^„(K) może zależeć wynik programu, co więcej 

v = v'off(V-Vin(K)) implikuje K » = KA(t/) 

Zmienne ze zbioru VJ„(K) mają charakter zmiennych wolnych programu. 
Oczywiście zbiory ^„(K) i V0Ut(K) nie muszą być zbiorami rozłącznymi. 

Semantyczne własności programów 3.4 

Problem stopu 

Jednym z podstawowych pytań, na które musi odpowiedzieć programista, 
jest następujące: czy napisany przez niego program M ma skończone 
obliczenie dla wszystkich danych początkowych i czy wynik programu jest 
zawsze określony? Inaczej mówiąc, czy program M ma obliczenia udane dla 
dowolnych danych. Sytuacja, w której program „zapętla się" (tzn. ma 
obliczenia nieskończone) lub w której wynik programu nie jest określony, 
jest (najczęściej) niedopuszczalna z punktu widzenia użytkownika oczekują-
cego na wynik. Problem, o którym tu mówimy nosi nazwę problemu stopu. 
Można go rozważyć w trzech wariantach. 



DEFINICJA 3.9 

STOP(M) = program M ma obliczenia skończone i udane dla wszystkich 
danych we wszystkich strukturach danych dla języka L. 
STOP (M, A) = program M ma obliczenia skończone i udane dla wszystkich 
danych początkowych w strukturze A dla języka L. 
STOP(M, A, v) = wynik programu M jest określony dla danych począt-
kowych v w strukturze A. H 

PRZYKŁAD 3.6 

Niech M j , M 2 , M 3 będą programami w języku L takimi, że 

M t : while q do q := —\q od 
M2 : while ~ix = 0 d ® x : = x — 1 od 
M3 : whiie —ix = y do x := x + 1 od 

Program Mx zatrzymuje się i ma określony wynik w każdej strukturze dla 
dowolnych danych początkowych. 
Program M 2 zatrzymuje się i ma określony wynik dla dowolnych danych 
początkowych w strukturze liczb naturalnych z zerem i poprzednikiem. 
Program M 3 zatrzymuje się i ma określony wynik w strukturze liczb 
naturalnych z następnikiem, tylko dla takich danych początkowych v. dla 
których v (x) ^ v (y). • 

Poprawność programu 

Wyjaśnienia, czym jest poprawność programu, rozpoczniemy od przykładu. 

PRZYKŁAD 3.7 

Niech zadanie polega na znalezieniu programu M. który oblicza pierwiastek 
kwadratowy z danej liczby dodatniej x z zadaną dokładnością e w strukturze 
liczb rzeczywistych R. Wartość pierwiastka niech będzie zapamiętana na 
zmiennej y. 

Powiemy, że program M jest poprawnym rozwiązaniem naszego zada-
nia, jeżeli dla wszystkich danych początkowych v w strukturze R takich, że 
wartość zmiennej x jest dodatnia, v (x) > 0, wynik y programu M spełnia 
warunek — e) < y < (•v/x + e). Rozważmy program M postaci 

begin 
z:= 0; 
if x < 1 then y := 1 else y := x fi; 
while —i |z — y| < S 



do z := y; 
y:= (z + x/z)/2 

od 
end 

gdzie d = e/2 x max(l ,x) . 

Program M jest poprawnym rozwiązaniem postawionego zadania. 
Rzeczywiście, kolejne kroki obliczenia programu M konstruują ciąg y; taki, 
że 

y0 = max(v(x), 1) 
yi+1 = (yi + v(x)/yi)/2 

Zauważmy, że dla każdego i, jeżeli v(x) < 1, to v(x) ^ y; ^ 1, jeżeli v(x) > 1, 
to 1 ^ y t ^ v ( x ) . Ponadto ( V j ) y i + 1 < y;, a zatem ciąg ten jest zbieżny. 
Granicą ciągu (y;) jest y/v (x). Zatem program M nie zapętla się — ma 
obliczenie skończone, jeśli v(x)^0. Co więcej, warunek wyjścia z pętli 
w programie M gwarantuje, że różnica między dwoma kolejnymi wyrazami 
ciągu jest dostatecznie mała |y ; + 1—y,| < <5, a w konsekwencji |y — ^Jx\ < e. 

O 

DEFINICJA 3 .10 

Program jest poprawny ze względu na warunek początkowy a i warunek 
końcowy p w strukturze danych A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego 
wartościowania v w A spełnienie warunku a przez v, implikuje istnienie 
wyniku programu spełniającego warunek ¡3. • 

Zwróćmy uwagę, że jeżeli program M jest poprawny ze względu na 
warunek początkowy a i warunek końcowy fi, to spełnienie warunku 
początkowego gwarantuje istnienie skończonego, udanego obliczenia pro-
gramu M. Znalezienie takiego warunku początkowego jest często trudne. 
Zadowalamy się wówczas nieco słabszą formą poprawności, tzw. częściową 
poprawnością programu. 

DEFINICJA 3 .11 

Program M jest częściowo poprawny ze względu na warunek początkowy 
a i warunek końcowy /? w strukturze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla 
dowolnych danych, dla których jest określony wynik programu M, spełnienie 
warunku a przez te dane implikuje spełnienie warunku fi przez wynik 
programu. • 

PRZYKŁAD 3.8 

Niech M będzie następującym programem 



begin 
z := 1; 
u := x; w := y; 
while y > 0 

do 
if even (w) 

then 
u := u * u; w := w/2 

else 
z := z * u; w:— w — 'l 

fi 
od 

end 

Rozważmy naturalną interpretację występujących w programie funktorów 
i predykatów w strukturze liczb rzeczywistych. Program M jest częściowo 
poprawny ze względu na warunek początkowy true i warunek końcowy 
(z = xy) oraz jest poprawny ze względu na warunek początkowy „y jest liczbą 
naturalną" i warunek końcowy (z = xy). • 

Najmocniejszy następnik 

Niech A będzie ustaloną strukturą danych, a M programem. Jakie własności 
będą miały wyniki programu, jeżeli wiadomo, że dane początkowe spełniają 
warunek a, a program M ma dla tych danych obliczenie skończone, udane? 
Pytamy więc o własności przeciwdziedziny funkcji częściowej MA (rys. 3.6). 

Najmocniejszy następnik RYS. 3.6 

DEFINICJA 3 . 1 2 

Najmocniejszym następnikiem formuły a ze względu na program M w struk-
turze A będziemy nazywać taką formułę ¡3, która spełnia następujące 
warunki: 

(1) dla wszystkich danych początkowych, jeżeli obliczenie programu 
M ma określony wynik i warunek a jest spełniony, to wynik programu 
M spełnia warunek ¡3 (krótko, [3 jest następnikiem formuły a ze względu na 
program M); 

(2) dla dowolnego warunku ¿Jeżeli ó jest następnikiem a ze względu na 
program M, to w strukturze A, ¡1 implikuje ó. U 



PK/.YKŁAD 3.9 

Rozważmy program M postaci 

begin 
z:= x; y:= 1; 
while z — y ^ 0 51 !n3,,A 

do z := z — y 
y:=y + 2 ' ' /im ' un 

0 ( j • -jin.vj4.ly w 
J - i rii-fj!..rn\ 

. - .Vi' q BiOBWOiO 
w strukturze R liczb rzeczywistych ze zwykłą interpretacją symboli +„ — „0^,; 
1,2, = , Zauważmy, że zmienna y przyjmuje jako swoje wartości ko,lejnęr!J/;y(n, i 
liczby nieparzyste. W rezultacie, po wykonaniu I-tej iteracji, zmienne z, y, • JJ \ 
przyjmują, odpowiednio wartości vi ^ j j n \ i 

u ( x ) - 1 - 3 - 5 - ... — (2/— 1) oraz (2i + l) 

Ponieważ £ (2y — 1) = i2, więc wartością zmiennej z po i-tej iteracji 

jest v{x) — i2. Instrukcja while jest wykonywana tak długo aż różnica 
l'(x) — i2 — (2i + 1) będzie mniejsza niż zero, tzn. aż znajdziemy taką liczbę 

, . .:••:; <7 uipŁlilOK! riinyw naturalną n, ze 
• i / i};j:iifui ęarebirfSu 3Łymsyi3i3łuTiiHK /j^iworn (ssofioi 

(n + l)2 > v{x) oraz n1 < i?(x) 

Wartością zmiennej z jest wtedy v(x) — [s/v(x)']2, a wartością y jeśt 
2 [-y/ Ł1 (x) ] + 1. Mówiąc krócej, jeżeli dane początkowe v spełniają warunek 
X > 0, to program M ma udane obliczenie skończone, a wartością zmiennej 
r jest, po wykonaniu programu M, odległość v (x) od największego kwadratu 
liczby naturalnej, mniejszego niż v{x). , , , 
Formuła 

B = (z = x— lJx~\2)A (y = 2 rv /xT f 1) A x > 0 
' V LV J ' V LV , ! ,{•; .J,. „ 

jest najmocniejszym następnikiem formuły a = x > 0, ze względu na p ró r 

gram M w rozważanej strukturze danych. hi v!;n( « ,% 
Rzeczywiście, jeżeli R, v t= x ) 0, to po wykonaniu programu M war- ! 

tościowanie MR(u) spełnia formułę fi zgodnie z przeprowadzoną wyżej 
analizą. Warunek (1) definicji 3.12 najmocniejszego następnika jest więc 
spełniony. 

Niech ó będzie formułą taką, że dla dowolnego wartościowania v, 
R, UN a i ve Dom(MR) implikuje R, MR(d)i= 5. Rozważmy dowolne wartoś-
ciowanie u' i niech R, v' t= /?. 



t/(y) = 2 [ V V U ) ] + l 

v'(z) = 

t/(x) > 0 

Zatem R, t/ N a, a co za tym idzie program M ma, przy wartościowaniu 
początkowym v', obliczenie skończone, czyli v' e Dom (MR). Na mocy założe-
nia mamy więc R, MR(t/) N [5 A /?). Ponieważ zachowanie programu M zależy 
wyłącznie od zmiennej x, która zresztą nie ulega w czasie obliczenia żadnym 
zmianom, to wartościowanie wynikowe MR(V) może się różnić od wartoś-
ciowania początkowego jedynie wartościami zmiennych y, z. Zgodnie z prze-
prowadzoną wcześniej analizą wartości zmiennych z,y, po wykonaniu 
programu M, spełniają warunki zawarte w /?. W konsekwencji MR(t/) = v' 
i R, t)'t= d. Ostatecznie R, v' t= (/? => <5) dla dowolnego wartościowania v', 
tzn. R N (JJ => 5). • 

Najsłabszy warunek wstępny 

Niech M będzie programem a jS pewnym ustalonym warunkiem. Jakie 
warunki muszą spełniać dane początkowe programu M w strukturze A, by 
wyniki programu spełniały warunek /? (rys. 3.7)? 
Inaczej mówiąc, jak scharakteryzować dziedzinę funkcji MA? 

Najsłabszy warunek wstępny RYS. 3.7 

DEFINICJA 3 . 1 3 

Najsłabszym warunkiem wstępnym formuły fi względem programu M 
w strukturze A nazywamy formułę a spełniającą następujące warunki: 

(1) dla dowolnych danych początkowych w A, które spełniają warunek 
a, wyniki programu M istnieją i spełniają warunek tzn. a jest warunkiem 
wstępnym formuły jS względem programu M; 

(2) dla dowolnej formuły ó, jeżeli S jest warunkiem wstępnym formuły /? 
względem programu M, to w strukturze A, <5 implikuje a. ^ 

PRZYKŁAD 3 . 1 0 

Rozważmy program M postaci 



w strukturze kolejek Q (por. definicję 2.15). Zakładamy, że x jest zmienną 
typu kolejka, a y zmienną typu element kolejki. 

Najsłabszym warunkiem wstępnym formuły —iem(x) względem pro-
gramu M jest formuła em (put (x, y)). Zauważmy jeszcze, że w rozważanej 
strukturze danych Q, —i em (put (x, y)) jest formułą prawdziwą przy każdym 
wartościowaniu. 

Sytuacja nie zawsze jest tak prosta jak w przedstawionym przykładzie. 
Niech K będzie programem postaci: 

while —I first (x) = y A —I em (x) 
do 

x:= out(x) 
od 

Najsłabszym warunkiem wstępnym formuły a. postaci 

(—I em (x) A first (x) = y) 

względem programu K w strukturze kolejek Q jest warunek, który mówi, że 
y jest elementem kolejki x. Warunek ten można zapisać w postaci nieskoń-
czonej alternatywy (nie jest to formuła pierwszego rzędu) 

( i em (x) A first (x) = y) v 

(—\em(out(x)) A first (out (x)) = y)v ... v 

(-i em (out" ~ *(x)) A first (out" ~ ł(x)) = y) v ... 

Jeżeli wartościowanie początkowe programu jest takie, że v(x) jest 
»-elementową kolejką oraz u(y)er(x), to po usunięciu co najwyżej (n—l) 
pierwszych elementów otrzymamy kolejkę, której pierwszym elementem 
jest v(y). • 

Niezmienniki 

W bardzo wielu zadaniach interesujemy się nie tym co będzie po zakończeniu 
obliczenia programu, lecz tym co dzieje się w trakcie obliczenia. Nie tym, jak 
zmienią się warunki zadane na początku, lecz raczej jakie własności nie 
zmienią się podczas obliczeń. Do takiej grupy należą np.: programy symula-
cyjne i systemy operacyjne. 

PRZYKŁAD 3.11 

Rozważmy program, którego zadaniem jest prowadzenie kontroli rezerwacji 
miejsc w samolotach. Własnością, która musi być stale spełniona, jest. np.: 

liczba pasażerów ^ liczba miejsc • 



DEFINICJA 3 .14 

Niezmiennikiem programu M w strukturze danych A nazywamy formułę 
a taką, że dla dowolnego obliczenia programu M w strukturze A, jeżeli 
wartościowanie początkowe spełnia a, to dowolne wartościowanie uzyskane 
w czasie obliczenia też spełnia warunek a. • 

Równoważność programów 

Niech K i M będą dwoma programami otrzymanymi jako rozwiązanie tego 
samego problemu. Czy realizują one rzeczywiście to samo zamierzenie? 
Kiedy można nazwać te programy równoważnymi? 

Jedno z możliwych kryteriów równoważności programów może być 
następujące: dla dowolnego xeV, wartość zmiennej ,x po wykonaniu pro-
gramu K jest taka sama jak wartość zmiennej x po wykonaniu programu 
M dla tych samych danych początkowych. 

PRZYKŁAD 3 .12 

Rozważmy dwa programy K, M w strukturze liczb rzeczywistych R ze 
zwykłą interpretacją występujących w programach symboli. 

K: begin 
z:= 0, 
while -i z = y 

do 
z : = z + 1 ; 
x := x + 1 

od 
end 

M: begin 
z:= y; 
while - iz = 0 

do 
z:= z —1; 
x := x + 1 

od 
end 

W sensie kryterium sformułowanego powyżej, programy te nie są 
równoważne, chociaż nie jest to zgodne z naszą intuicją. Oba programy liczą 
sumę wartości zmiennych x i y, jeżeli wartością zmiennej y jest liczba 



3.4/73 

raMlMinlnu i zapętlają się, jeżeli ten warunek nie jest spełniony. Programy K, 
| M i n/liii) się tylko zachowaniem („nieistotnej" dla obliczania sumy) zmiennej 
^Hliiueniczej z. • 
^ T • • • :••!! M f >1 ymina 

/ przykładu wynika, że sformułowane tutaj kryterium jest zbyt silne. 
fciwniany przykład sugeruje, że powinniśmy raczej ograniczyć się do 

innych wybranych zmiennych występujących w programach, uznać je za 
^liiliu1 do rozwiązywanego zadania i ze względu na te właśnie zmienne badać 

Idliowunie programów. Kryterium równoważności zgodne z tą ideą mogło-
liiioć następujące brzmienie: 

V >r ADlMftBC 
I l u INK J A 3.16 
^ ^ F - s:: filii iJJU I 1 
J||jritmy K, M są równoważne ze względu na zbiór zmiennych X w struk-
J iH \ wtedy i tylko wtedy, gdy 

(1) dla dowolnych danych początkowych v, K ma obliczenie skończone 
Iflly i tylko wtedy, gdy M ma obliczenie skończone oraz 

(2) jeżeli dla dowolnie ustalonych danych początkowych oba programy 
jHIti obliczenia skończone i udane, to wyniki są identyczne na zbiorze 
jHinych X. , y • 

' wi.mj; myą w?.onaBw> rbmravmjem3i' i ł a ^ i i n o t a l a i 
: ' • • ¡̂Am 3<i\£'i/v: -!insłr gig y;r,cr.iis:i,»'..<d 

31/YKI AD 3.13 , • rn{riBwosikm 
^̂ ^ , V : i • ę i j •}•• ;; i • V' Y I j J' ffl*i i I) 
|pi Ii K i M będą programami obliczającymi pierwiastek kwadratowy z x, 

j f l l wartością zmiennej x jest liczba dodatnia większa od 1. Wynik 
snia jest zapamiętany na zmiennej y. 

v n o m T ^ n o g m " > r / s ? l 
« n-'.: -.«»w ymżityśBwuBS 
i':-.' iiV?.••.-.OUi-dW OiSBiyW 3ÓIT1 

i; - . .f« do'f//ow,aixboq 
l i f t l ogasawioi q 

CIAiJJYSfl*! 

iiiKBTfW śilt oąoj?: ¿¿OriKjitW 

a\= 1; b := x; 
while —(h — a)<ó 

do 
(a + W2; 

if (a2 — x) (y2 — x) ^ 0 
then b := y else a:= y fi 

od 
end 

:L<i"fV! 
rn'3i( 

; M begin 
z := 0; y := x; 
while —i|z —_y|<(5 

do 
;•< lv !;f.'M ¡-o; 

z:= y; 
y := (z + x/z)/2 

od da^nisb rb^nlowob olb yi* ^umysi les M rrungoiq  
I eniłi I i 'I il ł/iu.l» OMUI ii.n|,. iob,\i.;J w 

osafilowob i;Ib imxw tnw 

cióweG 

assnq "{rnoaoqyx'i^l 
ś ..K'ijil M..« nlunrriol 



Program K oblicza pierwiastek kwadratowy metodą Newtona, zwaną też 
metodą bisekcji. Program M natomiast, oblicza pierwiastek kwadratowy 
z x inną metodą iteracji. W sensie ostatnio rozważanego kryterium, pro-
gramy K i M nie są równoważne ze względu na zmienną y; uzyskane 
przybliżone wartości pierwiastka kwadratowego z x mogą się różnić dokład-
nością. Mimo to programy te można uznać za równoważne, gdyż wyliczają 
tę samą funkcję. • 

Powyższy przykład prowadzi do innej definicji równoważności. 

DEFINICJA 3 .17 

Programy K i M są równoważne w strukturze A ze względu na zbiór 
własności Z wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego a e Z i dla dowolnych 
danych początkowych wyniki jednego programu spełniają warunek a wtedy 
i tylko wtedy, gdy wyniki drugiego spełniają warunek a. • 

Rozważane tutaj kryteria równoważności są jedynie przykładami moż-
liwych definicji. 

W punkcie tym chodziło nam jedynie o przedstawienie pewnych 
interesujących semantycznych własności programów. W dalszym ciągu 
będziemy się starali nie tylko wyrażać takie własności formułami w sfor-
malizowanym języku, ale także dowodzić, że własności opisywane przez te 
formuły przysługują lub nie przysługują konkretnym programom. 

Język algorytmiczny 3 
Zauważyliśmy wcześniej, że język pierwszego rzędu nie wystarcza na to, by 
móc wyrazić własności pewnych systemów relacyjnych. Co więcej, wielu 
podstawowych własności programów nie można wyrazić za pomocą formuł 
pierwszego rzędu. 

PRZYKŁAD 3 .14 

Własność stopu nie jest wyrażalna w języku pierwszego rzędu. 

DOWÓD 

Przypuśćmy przeciwnie. Załóżmy, że dla dowolnego programu M istnieje 
formuła aM taka, że 

1= aM = program M zatrzymuje się dla dowolnych danych 
w każdej strukturze danych (3.1) 



Hu/ważmy program K postaci 

licgin x := 0; while -i y = x do x := succ (x) od end 

uhl/ klasę struktur Nat podobnych do N = <iV, 0; S; = >, które są modelami 
Ipui definicję 2.28) następujących formuł pierwszego rzędu 

(V x) i succ (x) = 0 
(V x) (Vy) (succ (x) = succ (y) => x = y) 
(V x) ok (succ (x)) 

W każdym modelu Z klasy Nat interpretacją funktora succ musi być funk-
i |i| całkowitą i różnowartościową (por. przykład 2.20), która nie przyjmuje 
w u ilości odpowiadającej stałej 0. 

Zanim przystąpimy do właściwego dowodu, zauważmy następujący 
jimnocniczy fakt: 

Jeżeli A eNat oraz program K zatrzymuje się dla dowolnych danych 
początkowych w strukturze A, to A jest strukturą izomorficzną z N (por. 
twierdzenie 4.9). 

Ponieważ program K zatrzymuje się dla wszystkich danych początkowych 
W Nlrukturze N, zatem w dowolnej strukturze izomorficznej z N, K ma 
WN/,ystkie obliczenia skończone (por. twierdzenia 2.1 oraz 4.8). Stąd i z włas-
ności (3.1) mamy 

A t= aK wtw 
Stop(K, A) wtw 
K zatrzymuje się dla dowolnych danych w strukturze A wtw 
A jest izomorficzne ze strukturą standardowych liczb naturalnych N. 

Ponieważ ta ostatnia własność nie jest wyrażalna w języku pierwszego rzędu, 
|2I |, więc nie może istnieć formuła aK wyrażająca własność stopu w klasie 
Itrtiktur danych Nat. • 

Przykład ten dowodzi, że aby mówić o własnościach programów czy 
o własnościach struktur danych, musimy rozszerzyć język zdefiniowany 
w poprzednim rozdziale [40], 

Niech n oznacza klasę programów iteracyjnych nad językiem pierw-
N/.cgo rzędu L = <A, T, F ) . 

DHHNICJA 3 .18 

Zbiorem formuł algorytmicznych nad n będziemy nazywać zbiór F(TT), który 
jest najmniejszym zbiorem spełniającym następujące warunki: 

(1) F c F ( i ) ; 
(2) jeżeli a, fteF(n), to wyrażenia ~ia, (avjS), (a A /?), (a =>/?), (3x)a, 

(Vx)a są elementami F(TI); 



(3) jeżeli a e F (71) a K g n, to wyrażenia (Koc), (J Ka, Q Ka należą do 
zbioru F(n). 
Formuły, w których występują programy, np. formuły postaci (Ka), nazywa-
my algorytmicznymi. Symbole P) i (J nazywamy kwantyfikatorami iteracji 
w odróżnieniu od kwantyfikatorów klasycznych 3 i V. • 

DEFINICJA 3 .19 

Językiem algorytmicznym nad klasą programów n będziemy nazywać system 
L(TC) = <A(JI), T, F(n), TC) taki, że A (u) jest rozszerzeniem alfabetu języka L 
o symbole konstrukcji programotwórczych begin, end, if, then, else, fi, while, 
do, od, T jest zbiorem termów (por. p. 2.3), F (rc) jest zbiorem formuł, a n jest 
zbiorem programów. • 

Znaczenie termów i formuł klasycznych języka L(rc) w strukturze 
danych A jest określone tak jak dla języka pierwszego rzędu (por. p. 2.3). Dla 
pełnego określenia semantyki języka L(rc) wystarczy zdefiniować znaczenie 
formuł algorytmicznych. 

DEFINICJA 3 .20 

Niech M będzie dowolnym programem, M G n, a dowolną formułą, ot G F (71), 
a v dowolnym wartościowaniem w strukturze danych A. 

A, v 1= (Ma) wtedy i tylko wtedy, gdy obliczenie programu M dla danych 
początkowych v jest skończone i udane, a wynik tego obliczenia spełnia 
formułę a. 

Znaczenie kwantyfikatorów iteracji określają następujące równoważności: 

A, t ; | = ( j M a wtw (3 ¡) A, v 1= (M'a) 
A, v N P) Ma wtw (Vi) A, v N (M'a) • 

Na mocy definicji 3.20, znaczenie formuły algorytmicznej (Ma) otrzymujemy 
przez złożenie znaczenia programu M ze znaczeniem formuły a (rys. 3.8). 

Podobnie jak w rozdz. 2 (por. definicję 2.27), przyjmujemy następujące 
definicje: 

Ma 
W (A) —B0 

W(A) RYS. 3.8 
1 1 fi IT, '-I' ' ir.f R; ^..¡'.»riir 

Formuła a jest spełniona w strukturze A przez wartościowanie v wtedy 
i tylko wtedy, gdy A, v t= a (lub inaczej aA(r) — 1). Formuła a jest prawdziwa 
w strukturze A , gdy jest spełniona przez dowolne wartościowanie w A, tzn. 



A 1= a (lub -inaczej A jest modelem formuły a); Jeżeli w każdej strukturze 
A N= a, to a nazywamy tautologią. . 

PRZYKŁAD 3 .15 

Posługując się definicją semantyki formuł algorytmicznych zbadajmy war-
tość następującej formuły: 

(q := y) a = (if y do ą := true else q := false fi) a 

Zauważmy, że programy występujące w tej równoważności, mają jednocześ-
nie określone lub jednocześnie nieokreślone wyniki w dowolnej strukturze 
i przy dowolnym wartościowaniu. Mamy 

A, v N (q := y) a wtw 
A, v 1= ok (y) i A, (q := y)A(v) t= a wtw 
A, v |= ok (y) i istnieje v' takie, że A, D' t= a oraz v'(q) = yA(v) i u'(z) = v (z) 

dla z # ^ wtw 

Istnieje u' takie, że 

A, t/ t= a, = 1, f'(z) = v (z) dla z # g i A, v t= {ok (y) A y) lub 

A, v' 1= oc, v'(q) = 0, v'(z) = v (z) dla z # q i A, v \= (ok (y) A - I y) wtw 

Istnieje v' takie, że A, v' T= a, v' — (q := true)A(U) oraz A, v \= (ok (y) A y) lub 
A, v' \= A, v' = (q := false)A(R) oraz A, v \= (ok (y) A -I y) wtw 
A, v l= ok (y) i istnieje v' takie, że 
A, v' \= a oraz v' = (if y do q := true else q := false fi)A(u) wtw 
A, v 1= (if y do q:= true else q := false fi) a 

Rozumowanie to dowodzi, że formuła 

(q := y) a = (if y do q:— true else q := false fi) a 

jest spełniona przez dowolne wartościowanie w dowolnej strukturze danych, 
tzn. wartością tej formuły jest 1 (prawda). • 

UWAGA 

Zauważmy, na marginesie podanej definicji znaczenia formuł algorytmicz-
nych, że jeżeli obliczenie programu M jest nieskończone albo nieudane 
w pewnej strukturze A, to niezależnie od oc, wartością formuły algorytmicznej 
(Ma) jest 0 (fałsz). • 

LEMAT 3.2 

Formuła 

if y then K else M fi A s (ok(Y) A ((y A Ka)V(~iy A Ma))) (3.2) 



jest prawdziwa w dowolnej strukturze danych dla języka algorytmicznego 
L(7t), w którym ot, y są formułami, a K, M programami. 

D O W Ó D 

Niech A będzie dowolnie ustaloną strukturą danych dla L(rt), a v dowolnym 
wartościowaniem w A takim, że 

A, v N if y then K else M fi a 

Na mocy definicji znaczenia formuł, istnieje obliczenie skończone, udane 
programu if y then K else M fi, którego wynik v' spełnia a. Z lematu 3.1 mamy 

v' e if y then K else M fiA(t>) wtw 
A, v N (ok (y) A y) i v' = KA(t>) albo 
A, v 1= (ok (y) A - I y) i v' = M A ( U ) 

Łącząc te fakty otrzymamy 

A, uN (o/C(y) A ((y A Ka) v ( —y A Mot))) 

Ponieważ wszystkie kroki w przeprowadzonym rozumowaniu prowadzą do 
zdań równoważnych, zatem 

A, v N if y then K else M fi a = (ok(y) A ((y A Ka) v (~iy A Ma))) 

W ten sposób pokazaliśmy, że formuła (3.2) jest spełniona przez dowolne 
wartościowanie w strukturze A, a więc jest prawdziwa w A. • 

LEMAT 3.3 

Formuła 

while y do M od a = (J if y then M fi (—iy A ok(y) A a) (3.3) 

jest prawdziwa w dowolnej strukturze danych dla języka algorytmicznego 
L(TC), W którym a i y są formułami, a M programem. 

DOWÓD 

Niech A będzie dowolnie ustaloną strukturą danych dla L (rc), a v dowolnym 
wartościowaniem w A takim, że 

A, v N while y do M od a 

Istnieje więc skończone, udane obliczenie programu while y do M od, któ-
rego wynik spełnia a. Niech v' = (while y do M od)A(t>). Na mocy lematu 3.1 
istnieje takie ieN, że A,wt= MJ(o/c(y)ay) dla j<i oraz v' — MA(u) 



i A, v t= M'( -i y A ok (y)). W konsekwencji obliczenie programu (if y then M fi)' 
jest skończone i udane oraz istnieje v' takie, że 

v' = (if y then M f i ) ^ ) , A, v' 1= ( - i y A ok (y) A a) 

Z definicji znaczenia kwantyfikatora iteracji (por. definicję 3.20) mamy więc 

A, v t= (J if y then M fi ( - i y A ok (y) A a) (3.4) 

Odwrotnie, niech warunek (3.4) będzie spełniony dla pewnego wartoś-
ciowania v w A. Istnieje wtedy takie i, że 

A, v 1= (if y then M fi)'( ~iy A ok (y) A a) 

Niech n będzie najmniejszą liczbą naturalną i spełniającą powyższą własność. 
Skoro obliczenie (if y then M fi)" jest skończone i udane, zatem były udane 
obliczenia programów (if y then M fiy dla wszystkich j < n. Co więcej, jeżeli 
dla jakiegoś j, wynik programu (if y then M fi)J spełnia (~iy A ok(y)), to wynik 
programu (if y then M fiV+1 też spełnia tę formułę (wyniki tych programów są 
identyczne). Zatem n jest najmniejszą liczbą naturalną taką, że 

A, v 1= (if y then M fi)" (-I y A ok (y) A a), 
A, v t= (if y then M fi)Jy dla j < n oraz 
(if y then M fi)i(t;) = M 7 » dla j s? n 

Stąd, n jest najmniejszą liczbą naturalną taką, że A, v N MJ(y A ok (y)) dla 
j<n oraz dla v' — MX(u), A, v' (= (~iy A o/c (y) A a). Na mocy lematu 3.1  
program while y do M od ma obliczenie skończone, a jego wynik spełnia 
formułę a, czyli 

A, v t= while y do M od a 

Wykazaliśmy zatem, że przy dowolnym wartościowaniu w strukturze A włas-
ność (3.3) jest spełniona, tzn. jest prawdziwa w strukturze danych A. • 

L E M A T 3 . 4 

Następująca formuła jest prawdziwa w dowolnej strukturze danych dla 
dowolnej formuły a i dowolnego programu K 

(«A P| K (a => Ka)) => Ka 

D O W Ó D 

Załóżmy, że dla pewnego wartościowania w strukturze danych 

A, u |= a A P)K(a=> Ka) 

Na mocy definicji kwantyfikatora iteracji mamy A, v N a oraz dla 



każdego i, A, v t= K'(a => Ka). Zatem dla każdego i e N, jeśli A, v 1= K'a, to 
A,»t= K , + 1a. Na mocy zasady indukcji matematycznej dla każdego i ^ 0, 
A, v 1= K'a, czyli A, v 1= Q Ka. Ponieważ zarówno struktura, jak i wartoś-
ciowanie były dowolnie ustalone, więc formuła ((a A f ) K (a => Ka)) => Q Ka) 
jest tautologią. Formułę, której prawdziwość właśnie udowodniliśmy, może-
my traktować jako algorytmiczną postać zasady indukcji. • 

PRZYKŁAD 3 .16 

Niech S będzie strukturą stosów (por. def. 2.14). 
Rozważmy formułę postaci 

M (empty (x) A empty (y) A bool) 

gdzie bool jest zmienną zdaniową, a M jest następującym programem: 

begin 
bool := true; 
while (—i empty (x) A empty (y) A bool) 

do 
bool := bool A top (x) = top (y); 
x := pop (x); 
y:= pop{y) 

od 
end. 

(1) Dla dowolnego wartościowania v w strukturze S mamy 

S, v t= M (empty (x) A empty (y) A bool) 

wtedy i tylko wtedy, gdy stos x ma taką samą zawartość jak stos y. 
(2) Niech K oznacza program zawarty między do i od w podanym 

przykładzie, a y = (—i empty (x) A -I empty (y) A bool), wówczas 

S N (J if y then K fi -i y 

dla każdego wartościowania c w S . 
Rzeczywiście, jeżeli v jest dowolnym wartościowaniem, a i równe jest 
minimum z długości stosów v (x) i v (y), to po ¡-krotnym usuwaniu elementów, 
co najmniej jeden ze stosów będzie pusty, a więc 

S,UN (if y then K fi)' ~iy 

(3) Jeżeli v (x) jest stosem o n elementach, to 

S, v N f j if y then K fi true = (if y then K fi)" ~iy • 

Formuły algorytmiczne postaci Ma są wygodnym i pożytecznym narzę-
dziem umożliwiającym formułowanie własności algorytmów. W pewnych 



zastosowaniach (por. rozdz. 5) jest wygodne stosowanie takiej odmiany 
języka algorytmicznego, która dopuszcza oprócz formuł również termy 
algorytmiczne. 

DHFINICJA 3.21 

Zbiór termów algorytmicznych jest to najmniejszy zbiór zawierający zmienne 
indywiduowe i taki, że 

(1) jeżeli T1,...,T„ są termami algorytmicznymi typu t1,...,tn i ę jest 
»-argumentowym funktorem typu t1 x ... x t„ t, to wyrażenie postaci 
t/>(f[,...,f„) jest termem algorytmicznym typu t, 

(2) jeżeli r jest termem algorytmicznym typu t oraz M jest dowolnym 
programem, to wyrażenie postaci M i jest termem algorytmicznym typu f. 

• 
UWAGA 

W myśl definicji 3.21 zbiór termów klasycznych jest właściwym podzbiorem 
zbioru termów algorytmicznych. • 

Semantyka wyrażeń postaci M i jest oparta na tej samej idei co 
semantyka formuł Ma i jest przedstawiona na rys. 3.9. 

Mr 
W (A) -A 

W(A) RYS. 3.9 

Dla dowolnie ustalonej struktury A i wartościowania v, wynik (Mt)A(c) jest 
określony wtedy i tylko wtedy, gdy program M ma udane, skończone obli-
czenie przy wartościowaniu v i dla wyniku v' tego obliczenia wartość tjv') 
jest określona. Ponadto, jeżeli wartości (MT)A(D) oraz TA(V') są określone 
i v' = MA(U), t o 

(Mt)a(i>) = ta(Ma(»)) (3.5) 

PRZYKŁAD 3.17 

Niech M będzie programem postaci 

while x ^ y do x := x — y od 

Wówczas term algorytmiczny (Mx) definiuje w strukturze liczb naturalnych 
funkcję dwu zmiennych x, y, której wartością jest reszta z dzielenia x przez y. 

• <U ) 



Łatwo zauważyć następującą własność przyjętej semantyki termów 
algorytmicznych: w dowolnej strukturze danych i dla dowolnego wartoś-
ciowania v, jeżeli wartości wszystkich termów występujących w następują-
cych wyrażeniach są określone przy wartościowaniu v oraz program M ma 
wyniki określone dla danych v, to 

A, d n . M ^ t J , . . . , t„) = <p ( ( M t J , ..., (Mt„)) 
A,vt= M'(Mt) = (begin M'; M end)r 

Uwaga ta pozwala udowodnić następujący lemat: 

LEMAT 3.5 

Dla dowolnego termu algorytmicznego z istnieją: program M i zmienna 
x takie, że dla dowolnej struktury A dowolnego wartościowania, program 
M ma określony wynik dla wartościowania początkowego v wtedy i tylko 
wtedy, gdy wartość termu z jest określona dla v oraz gdy obie wartości 
(MX)a(v), ta(d) są określone to 

( M x ) » = zx(v) m 

Wynika stąd, że termy algorytmiczne można wyeliminować z języka. 
Wprowadzenie termów algorytmicznych nie rozszerza istotnie możliwości 
definiowania w języku algorytmicznym. 

Wyrażalność w języku algorytmicznym 
W tym rozdziale pokażemy, że wszystkie wymienione do tej pory pod-
stawowe własności programów i struktur danych są wyrażalne w języku 
algorytmicznym L(jt). 

We wszystkich przytoczonych dalej faktach A jest dowolną strukturą 
danych, M, K są dowolnymi programami a ot, fi dowolnymi formułami 
w języku L (71). 

LEMAT 3.6 

A1= Mtrue wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie obliczenia programu M 
w strukturze A są skończone i udane. 

DOWÓD 

Jeżeli obliczenie programu M przy pewnych danych początkowych jest 
skończone, a wynik programu jest określony, to spełnia on formułę true. 
Odwrotnie, jeżeli przy pewnym wartościowaniu v, A, v 1= Mtrue, to zgodnie 



l przyjętym znaczeniem formuł algorytmicznych, istnieje udane, skończone 
obliczenie programu M. • 

Oznaczmy przez loop{M) formułę zdefiniowaną rekurencyjnie w na-
Mępujący sposób: 

loop(x:= w) = false 
/<>op(begin M1; M 2 end) = /oop(M 1 )v(M 1 loop{M2)) 
loop (if y £hen M t eise M 2 fi) 

= ok (y) A ((y A loop (M J ) v ( - i y A loop (M2))) 
loop (while y do M od) = f | M (o/c (y) A y) v 

(J if y then M fi (y A ofc(y) A loop{M)) 

1,1 MAT 3.7 

I )ln dowolnego wartościowania v w strukturze A, A, v t= loop (M) wtedy 
i tylko wtedy, gdy program M ma dla danych v obliczenie nieskończone. 

I ) ( ) W Ó D 

Dowód przeprowadzimy przez indukcję ze względu na stopień komplikacji 
programu M. Jeżeli program M jest instrukcją przypisania, to M nie ma 
obliczenia nieskończonego bez względu na strukturę danych i wartoś-
ciowanie. Załóżmy, że twierdzenie jest prawdziwe dla programu K oraz że 
M jest postaci while y do K od. leżeli A, vt=loop(M), to na mocy definicji 

A, v 1= (J if y then K fi (ok (y) A y A loop (K)) 
lub 

A,»|= HK(ofe(y)Ay) 

Rozważmy pierwszy przypadek. Zatem istnieje liczba naturalna n (rozważ-
my najmniejszą taką liczbę n) taka, że 

A, v N if y then K fi" (ok (y) A y A loop (K)) 

Po i-krotnej iteracji programu K, i < n, otrzymane wartościowanie pozwala 
poprawnie obliczyć wartość formuły y i co więcej spełnia ją. Istnieją więc 
wartościowania v0 = v,v1,...,v„_1,v„ takie, że vt = K ^ t ; ; ^ ) dla i < n oraz 
A, u„ i= (ok (y) A y A loop (K)). Niech 0,- będzie obliczeniem programu K przy 
wartościowaniu początkowym v{, i ^ n. Na mocy założenia indukcyjnego 0n 

jest obliczeniem nieskończonym. Wówczas ciąg 61 02... 0n jest obliczeniem 
nieskończonym programu while y do K od. 

W drugim przypadku, jeżeli A, v l= Q K (ok (y) A y), to każda iteracja 
programu K ma obliczenie skończone, a jej wynik spełnia y i obliczenie 



wartości formuły jest poprawne. Oznacza to, że pętla while y do K od będzie 
wykonywana nieskończenie wiele razy. ?/" > • 

Dla dowodu implikacji odwrotnej zauważmy, że warunkiem koniecz-
nym na to, by program M miał obliczenie nieskończone przy wartościowaniu 
początkowym v jest A, v N (ok (Y) A y). Co więcej, nieskończone obliczenie 
programu M może być spowodowane albo tym, że program K ma stale 
obliczenie skończone udane, a otrzymany wynik kolejnych iteracji spełnia 
formułę (ok(y) A Y), albo po pewnej skończonej ilości iteracji, program K ma 
obliczenie nieskończone. Te dwa przypadki odpowiadają spełnieniu formuły 
f ) K (ok (7) A 7) lub (J if 7 then K fi (ok (7) A 7 A loop (K)). 
W rezultacie mamy A, v 1= loop (M). 

Dowód lematu w przypadku innych postaci programu M przebiega 
analogicznie. • 

Na zakończenie analizy różnych rodzajów obliczeń rozważmy ob-
liczenia skończone nieudane. Z obliczeniem nieudanym mamy do czynienia, 
gdy w trakcie obliczeń napotkamy operację o nieokreślonej, przy aktualnym 
wartościowaniu, wartości. Podobnie jak w przypadku zapętlania się pro-
gramu, własność tę zdefiniujemy rekurencyjnie. 

fail (z := w) = ok (w) 
fail(if 7 then M j else M 2 fi) = 

i - n o f c (7) v (7 A fail (Mj)) v ( 1 7 A fail (M2)) 
fail(begin M t ; M 2 end) = fail(M^yMy fail(M2) 
/¿¡¿/(while 7 do M od) = 

= -1 ok (7) v (J if 7 then M fi (•-1 ok (7) v (7 A fail (M))) 

Uważny czytelnik dostrzeże, że wszystkie występienia formuły ok (w), 
gdzie w jest termem lub formułą, można zastąpić w tej definicji przez 
(z:=w)true. Pozwala to zdefiniować własność fail także w języku, w którym 
nie występuje predykat = . 

L E M A T 3 . 8 

Dla dowolnego wartościowania v w A, A, v t= fail (M) wtedy i tylko wtedy, 
gdy program M ma przy wartościowaniu początkowym v obliczenie skoń-
czone nieudane. • 

Dowód przebiega przez indukcję ze względu na stopień komplikacji 
programu i jest analogiczny do dowodu przeprowadzonego w przypadku 
formuły loop. 

Badanie własności fail jest niesłusznie lekceważone przez wielu pro-
gramistów. Tymczasem, jeśli konstruowany program ma być odporny na 
błędy użytkownika, musimy sobie zdawać sprawę z istnienia lub nie sytuacji 



Wyjljtkowych w naszym programie. Twórca programu powinien uwzględnić, 
tt w trakcie obliczenia może pojawić się stan, w którym argumenty pewnej 
operacji nie należą do jej dziedziny i odpowiednio na to zareagować. Dzięki 
Wprowadzeniu odpowiednich testów lub innych mechanizmów (por. mecha-
nizm exception handling w językach programowania np. Ada, Loglan [9]), 
luk zmodyfikować program, by reagował on poprawnie na wszystkie 
połknięcia użytkownika. 

I |MAT 3.9 

A h- (a => M fi) wtedy i tylko wtedy, gdy program M jest poprawny w A ze 
W/glçdu na warunek wstępny a i warunek końcowy fi. 

D O W Ó D 

Niech dla pewnego wartościowania A, v 1= (a => M fi). Jeżeli A, v t= a, tzn. 
warunek wstępny jest spełniony, to na mocy założenia A, v \= M fi. Zgod-
nie z przyjętą semantyką, istnieje skończone i udane obliczenie progra-
mu M przy wartościowaniu początkowym v oraz jest określony wynik 
(j' - Ma(Ł') tego obliczenia taki, że A, v' i= [i. A zatem jest spełniony warunek 
końcowy fi. 

Odwrotnie, spełnienie warunku początkowego a gwarantuje istnienie 
»kończonego udanego obliczenia (por. definicję 3.10) i wyniku spełniające-
go /I. Na mocy definicji spełniania formuł, jeśli A,v\= a, dla pewnego v, 
to również A, v \= M fi. Zatem A, v 1= (a => M fi). • 

Częściową poprawność programu M ze względu na warunek wstępny 
« i warunek końcowy fi wyraża formuła 

((a A Mtrue) => M fi) 

Prawdziwość tej formuły w strukturze danych A oznacza, że jeżeli tylko dane 
początkowe spełniają formułę a. oraz program M ma udane obliczenie, to 
wyniki programu M spełniają formułę fi. Jeżeli a i [i są identycznymi 
formułami, to mówimy, że a jest niezmiennikiem programu M. Metoda 
badania częściowej poprawności i własności niezmienniczych programu jest 
jedną z najczęściej stosowanych metod analizy zachowania się programów 
(por. p. 8.1, 8.2). 

LliMAT 3.10 

Formuła (Ma) jest najsłabszym warunkiem wstępnym formuły a względem 
programu M. 



D O W Ó D 

Niech dla pewnego wartościowania v w A, A, v \= (Ma). Zgodnie z przyjętą 
semantyką formuł algorytmicznych wynik v' programu M jest określony, 
v' = Ma(u) oraz A, u' 1= a. Zatem Ma jest warunkiem wstępnym formuły a 
względem programu M. 

Rozważmy dowolną formułę <5 taką, że A, v N (5 implikuje istnienie 
wartościowania v' spełniającego warunki v' = MA(t') i A, v' t= a. Stąd A, v 1= S 
pociąga ze sobą A, v 1= (Ma), a więc dla dowolnego wartościowania v, 
A, v N (5 =>(Ma)). Dowodzi to, że (Ma) jest najsłabszym warunkiem wstęp-
nym formuły a ze względu na program M. • 

W dalszym ciągu będziemy posługiwać się następującymi oznaczeniami 
i definicjami. Powiemy, że dwa wektory x, u zmiennych są odpowiadającymi 
sobie wektorami, jeżeli są tej samej długości i ponadto, jeżeli x = x1... xn 

i y = yx...y„, to x ; ma ten sam typ co y; dla i = 1,...,«. Element wektora x 
będziemy oznaczać przez x. Jeżeli x, y są odpowiadającymi sobie wekto-
rami a x e x , to odpowiadający mu element wektora y będziemy oznaczać 
(dla prostoty) przez y. Niech x będzie ciągiem wszystkich zmiennych wystę-
pujących w formule Ma i niech y będzie ciągiem różnych zmiennych, od-
powiadającym ciągowi x takim, że x n y = 0. Niech a (x/y) oznacza formułę 
a K (x,/y) program otrzymane z formuły a i programu K przez równoczesne 
zastąpienie wszystkich wystąpień zmiennych ze zbioru x przez odpowiadają-
ce im zmienne ze zbioru y. Przez (3y) będziemy oznaczać ciąg kwan-
tyfikatorów (3y t)... (3y„). 

L E M A T 3 . 1 1 

Formuła j? = (3y) (a (x/y) A M (x/y) (x = y)) jest najmocniejszym następni-
kiem formuły a ze względu na program M. 

D O W Ó D 

Rozważmy wartościowanie v w A takie, że 

A, v 1= (a A Mtrue) (3.6) 

Istnieje wtedy wartościowanie v', wynik programu M, v' = MA(u). 

Oznaczmy przez v" wartościowanie powstające z wartościowania v' przez 
zmianę wartości zmiennych y 

v"(y) = v (x) dla y e y 
v"(x) = t/(x) dla x e x 

Z założenia mamy więc 
A, v" N a (x/y) oraz A, M (x/y)A(i>") N x = y 



Sli|d A, v" \= a (x/y) A M (x/y) (x = y). Zgodnie z definicją znaczenia kwan-
tyfikatora egzystencjalnego 

A, v' \= (3y) (a (x/y) A M (x/y) (x = y)) 

Ponieważ v' = MA(t;), to korzystając z założenia (3.6) otrzymujemy osta-
tecznie A, v 1= (a A Mtrue) => M/3). Ponieważ przeprowadzone rozumowanie 
można powtórzyć dla dowolnego wartościowania v, więc tym samym wy-
kazaliśmy, że ¡3 jest następnikiem formuły oc, 

A (= ((a A Mtrue) => Mfl) 

Załóżmy teraz, że d jest innym niż fi następnikiem formuły a ze względu na 
program M, tzn. 

A f= ((a A Mtrue) M(S) 

Pokażemy, że musi wtedy być Ah=(/?=x5). Przypuśćmy przeciwnie, że dla 
pewnego wartościowania v 

A, v\= fi oraz nonA,vt=S (3.7) 

Formuła fi gwarantuje nam istnienie danych spełniających warunek oc, przy 
których program M ma obliczenie skończone udane 

A, v N P wtw (3t/) A, v' 1= oc i v = MA(y') 

Stąd i z założenia (3.7) non A, v'\= M<5 i równocześnie A, v'\= oc oraz A, (;'l= Mtrue. 
Zatem non A, v' t= ((ot A Mtrue) => M<5), co przeczy założeniu, że <5 jest nas-
tępnikiem formuły oc. Tym samym wykazaliśmy, że fi jest najmocniejszym 
następnikiem formuły oc ze względu na program M. • 

Niezmiennikiem obliczeń programu nazwaliśmy w poprzednim punkcie 
(por. definicję 3.14) dowolną formułę, która, jeśli jest prawdziwa w wartoś-
ciowaniu początkowym, jest również prawdziwa w każdym innym stanie 
obliczenia. Obecnie podejmiemy próbę charakteryzacji własności „być nie-
zmiennikiem obliczeń programu" za pomocą formuł algorytmicznych. 

Niech ini;a(M) będzie formułą zdefiniowaną rekurencyjnie ze względu 
na strukturę programu M następująco: 

inva (z := w) = ((ok (w) A OC) => (z := w) A) 

inva(if y then M, else M 2 fi) 

= ((ok (y) A a) => (y A i ro^M,) v -i y A m i > A ( M 2 ) ) ) 

mujbegin M ^ M 2 end) = (a =>( in i ; A (M 1 ) A M , ¡ « D J M ^ ) ) 

im>a(while y do M od) = 
i ((ok (y) A a) => f ) if y then M fi ((ok (y) A y) => inva (M))) 



LEMAT 3 .12 

Dla dowolnej formuły a, A\= inva{M) wtedy i tylko wtedy, gdy a jest 
niezmiennikiem obliczeń programu M w strukturze A. 

Niech A będzie ustaloną strukturą, a v dowolnym wartościowaniem w A. 
Udowodnimy, przez indukcję ze względu na stopień komplikacji programu, 
że A, v N inva (M) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie stany obliczenia pro-
gramu M spełniają ot. 

Jeżeli M jest instrukcją przypisania postaci (z:= w), to twierdzenie jest 
oczywiste, gdyż dowolne obliczenie M ma co najwyżej dwa stany. 

Załóżmy (założenie indukcyjne), że dla dowolnego wartościowania 
v mamy A, v 1= inva(K) wtedy i tylko wtedy, gdy wszyskie stany obliczenia 
programu K przy wartościowaniu v, spełniają formułę ot. 

Rozważmy program M postaci while y do K od i niech A, u t= (a A ok (y)) 
oraz A, v t= if y then K fi ((y A ok (y)) => inv a (K)). 
Wówczas dla każdego i 

W dalszym ciągu będziemy się starali wykazać, że wszystkie stany obliczenia 
programu while y do K od przy wartościowaniu początkowym v spełniają 
formułę ot. Przypuśćmy, że ciąg wszystkich wartościowań występujących 
w tym obliczeniu ma następującą postać: 

gdzie vt = v i vt, 6t, vi+l oznacza ciąg wartościowań występujących w ob-
liczeniu programu K, prowadzącym od vt do vi + 1 dla i ^ n. Załóżmy, że dla 
pewnego n, A , V „ L = (y A ok (y)). Ponieważ v1,91,v2,92, ...,9„_1,v„ jest ciągiem 
wszystkich wartościowań występujących w obliczeniu programu (if y then 
K fi)"-1, to na mocy założenia (3.8) mamy 

A, vnt= invJK) 

Na mocy założenia indukcyjnego dla programu K, jeżeli vn spełnia a, to 
wszystkie stany obliczenia vn, 9n, v„+1 spełniają formułę oc. Stąd w szczególno-
ści A, vn + 11= a. 

Jeżeli A, vn l= ( - i y v —i o/c (y)), to obliczenie programu M jest skończone 
i albo nieudane, albo ty jest jego wynikiem. Standardowe rozumowanie 
indukcyjne doprowadza do wniosku, że wszystkie wartościowania występu-
jące w obliczeniu v{ programu M spełniają formułę a. 

Odwrotnie, załóżmy, że jeżeli wartościowanie początkowe 'v spełnia 
formułę ot, to wszystkie stany obliczenia programu while y do M od spełniają 

DOWÓD 

A, v 1= (if y then K fi)' ((y A ok (y)) => inva(K)) (3.8) 

9 = Vv91,V2,92, ...,v„,9„,vn+1,... (3.9) 



lę formułę. Niech ciąg (3.9) będzie tym obliczeniem. Jeżeli jest ono udane 
i wynikiem jego jest vn + l, to dla wszystkich i ^ n musi być A, vt N (y A ok (y)) 
oraz A, vn+l\= —\ y. Wynika stąd, że zachodzi następujący warunek dla i ^ n 

A, v 1= (if y then K fi);((y A ok (y)) => IN^K)) 

Ponieważ (if y then K fi)m(i;) = vn+1 dla wszystkich m > n + 1, zatem 

A, v ł= (a A ok (y)) A P) if y then K fi ((y A ok (y)) => inva{K)). 

Rozumowanie przebiega podobnie, gdy obliczenie programu M jest nieskoń-
czone lub nieudane. 

Przeprowadzenie analogicznych rozumowań w pozostałych przypad-
kach pozostawiamy czytelnikowi. • 

Przyjmijmy następującą definicję: 

\ (z := w) = (a v (z := w) a) 
\ ( i f y then M1 else M 2 fi) = (oc v ok(y) A (y A \ ( M , ) VH;;A -a(M2))) 
1 (begin M i ; M 2 end) ^ 1 ( M J y M ^ l , ( M 2 ) ) 
\ (while y do M od) = (a v (ok(y) A (J if y then M fi (y A \ ( M ) ) ) 

LbMAT 3.13 

Dla dowolnej formuły a i dowolnego programu M, A N \ M wtedy i tylko 
wtedy, gdy w każdym obliczeniu programu M istnieje stan spełniający 
formułę a. 

D O W Ó D 

Dla dowodu pokażemy, że dla dowolnego wartościowania v w strukturze 
danych A zachodzi własność: 

A, u l= \ M (3.10) 

wtedy i tylko wtedy, gdy w obliczeniu programu M przy wartościowaniu 
początkowym v, istnieje stan spełniający formułę a. 
Załóżmy, że w wartościowaniu początkowym formuła oc nie jest spełniona, 
gdyż w przeciwnym razie twierdzenie jest oczywiste. Dowód przeprowadzimy 
przez indukcję ze względu na stopień komplikacji programu M. 

Jeżeli program M jest instrukcją przypisania (x := y), to wartość wyrażenia 
yA(v) jest określona i uzyskane wartościowanie spełnia formułę a. wtedy 
i tylko wtedy, gdy A, v 1= (x := y) oc. W tym przypadku twierdzenie jest więc 
prawdziwe. 

Załóżmy prawdziwość własności (3.10) dla programów prostszych niż 
M. Jeżeli M jest postaci if y then M j else M2 f i l u b begin M,; M2 end, to 
obliczenie programu M jest, w pierwszym przypadku, identyczne z oblicze-



niem programu M, lub M 2 w zależności od formuły y, lub jest nieudane. 
Na mocy założenia indukcyjnego własność (3.10) jest więc prawdziwa. 
W drugim przypadku (tzn. w przypadku instrukcji złożonej) obliczenie 
programu M składa się z obliczenia programu M 1 ; po którym następuje 
obliczenie programu M2 . Wartościowanie, w którym jest spełniona formuła 
a musi więc wystąpić albo w obliczeniu M1a(d), albo w obliczeniu M2A(i/), 
gdy M1A(T>) jest określone i v' = M 1 A (U) . Korzystając z założenia indukcyj-
nego otrzymujemy własność (3.10). 

Rozważmy teraz przypadek, gdy M = while j do K od. Niezależnie 
od tego, czy obliczenie programu M jest skończone czy nie, kolejne war-
tościowania w obliczeniu programu M przy wartościowaniu początkowym v 
są otrzymywane jako elementy obliczenia programu if y then K fi" dla 
pewnego n. W szczególności to wartościowanie, które spełnia formułę a. 
w obliczeniu programu M jest elementem obliczenia programu if y then 
K fi" dla pewnego n. Na mocy poprzednich rozważań i założenia induk-
cyjnego mamy 

w obliczeniu programu while y do K. od przy wartościowaniu począt-
kowym v w A istnieje stan spełniający formułę a 

wtw istnieje takie n ^ 1, że w obliczeniu programu K przy wartoś-
ciowaniu początkowym v' = if y then K fi"~1

A(u) istnieje stan spełniający 
formułę a oraz A, v' 1= y 

wtw A, vt= if y then K f i " - 1 ( Y A \ K ) dla pewnego n ^ ł 
wtw A, D|= [ j if Y then K fi(Y A \ K ) . 

W ten sposób udowodniliśmy własność (3.10), z której natychmiast wynika 
teza lematu. • 

Formuły algorytmiczne umożliwiają także wyrażenie własności obliczeń 
nieco innego typu. Przykładem niech będą formuły 

(if y then M fi )"-,>• i (if y then M fi)" 7 

Prawdziwość pierwszej z nich w strukturze A oznacza, że długości wszystkich 
obliczeń programu while y do M od w A można oszacować z góry przez 
(if const). Prawdziwość drugiej forqruly w strukturze A oznacza, że wszystkie 
obliczenia programu while y do M od w A można oszacować z dołu przez 
(n* const), jeżeli długość obliczenia programu M daje się oszacować przez 
pewną stałą. 

W poprzednim punkcie przedstawiliśmy propozycje pewnych definicji 
równoważności programów. W lematach 3.14 i 3.15 pokażemy, jak można 
wyrazić problem równoważności za pomocą formuł algorytmicznych. Proste 
dowody tych lematów pomijamy. 

Niech x będzie zbiorem wszystkich zmiennych występujących w pro-
gramach K i M, a y odpowiadającym mu ciągiem różnych zmiennych takim, 
że x n y = 0. 



I I MAI 3 . 1 4 

Programy K i M są równoważne ze względu na zbiór zmiennych z, 
( i V ( K ) u V(M) (por. definicję 3.16) w strukturze A wtw 

A h (y := X) K (M (x/y)) / \ (x = y) A / \ (Kq = Mq) A (K true = Mtrue). 
xezr\Vi gez Cl V0 | 

I.HMAT 3.15 

Programy K i M są równoważne w strukturze A ze względu na zbiór formuł 
Ł (por. definicję 3.17) wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnej formuły a e Z , 
A C (Ma = Kac). • 

Formuły algorytmiczne pozwalają również wyrazić pewne własności 
Mruk tur danych, w których są wykonywane obliczenia. Dla przykładu 
wymienimy tu dwie własności: być liczbą naturalną i być stosem skoń-
czonym. 

Formuła (x := 0) (while x = y do x := x + 1 od true) jest spełniona 
w strukturze liczb rzeczywistych przez wartościowanie v wtedy i tylko wtedy, 
gdy v (y) jest liczbą naturalną. Formuła 

while -i empty (x) do x := pop (x) od true 

jest spełniona w strukturze stosów przez wartościowanie v wtedy i tylko 
Wtedy, gdy v (x) jest stosem skończonym. O innych własnościach struktur 
danych będzie mowa w rozdz. 5. 

\ 



Logika algorytmiczna 

Wprowadzenie 
Rozdział ten jest poświęcony przedstawieniu formalnego systemu dedukcyj-
nego zwanego logiką algorytmiczną. Przedstawiona tu logika ma za zadanie 
umożliwić formalne dowodzenie semantycznych własności programów i wła-
sności struktur danych. W skrócie system ten oznaczać będziemy przez 
AL(7t), ponieważ będzie odnosić się do klasy n deterministycznych pro-
gramów iteracyjnych. W dalszych rozdziałach książki będziemy rozważać 
systemy algorytmiczne dla innych klas programów. 

Aksjomatyzacja 
Zadanie aksjomatyzacji polega na podaniu takiego zbioru formuł, zwanych 
aksjomatami, i takiego zbioru reguł wnioskowania, które pozwolą wy-
prowadzić wszystkie formuły prawdziwe w przyjętej semantyce. Z tego 
względu aksjomaty nie mogą być zupełnie dowolnymi formułami. Same 
muszą być formułami ogólnie prawdziwymi. Co więcej, reguły wnioskowania 
muszą zachowywać prawdziwość formuł, a więc muszą prowadzić od formuł 
prawdziwych do formuł prawdziwych. Proces wywodzenia formuły ze zbioru 
aksjomatów, za pomocą przyjętych reguł dedukcji, nazywa się dowodem 
formalnym. 

Badania prawdziwości formuły metodą semantyczną, tzn. przez wyli-
czanie jej wartości, jest niejednokrotnie skomplikowane i na ogół żmudne. 
Metoda aksjomatyczna, wyprowadzania prawdziwości formuły z przyjętych 
założeń (tzn. z aksjomatów), pozwala czasami znakomicie uprościć ten 
proces. 

DEFINICJA 4.1 

Regułą wnioskowania nazywamy parę postaci (X , /?), gdzie X jest zbiorem 



lormuł zwanych przesłankami, a fi formułą zwaną wnioskiem. Regułę 
wnioskowania (X, /i) tradycyjnie zapisujemy w postaci 

J • 
Jeżeli udowodnimy wszystkie przesłanki pewnej reguły, to zastosowanie 
reguły polega na uznaniu wniosku w tej regule za udowodniony. 

Reguły wnioskowania będą przedstawiane zwykle w postaci schematów. 
Na przykład następujący schemat jest regułą wnioskowania dla dowolnych 
formuł oc, y i dowolnych programów K i M: 

Koc, Moc, ok (y) 
if y then K else M fi a 

Nieformalnie, sens tej reguły jest następujący. Jeżeli w pewnej struk-
turze formuła a jest zawsze spełniona zarówno po wykonaniu programu K, 
jak i po wykonaniu programu M, i jeżeli obliczenie wartości testu y jest 
poprawne, to po wykonaniu programu if y then K else M fi jest spełniona 
formuła a. 

Powiemy, że został określony formalny system dedukcyjny, jeżeli jest 
zdefiniowany język systemu, zbiór aksjomatów i zbiór reguł wnioskowania. 
Zbiory aksjomatów i reguł wnioskowania wyznaczają pojęcie dowodu for-
malnego w rozważanym systemie dedukcyjnym. 

DEFINICJA 4 .2 

Logiką algorytmiczną deterministycznych programów iteracyjnych będzie-
my nazywać system AL (xc) zdeterminowany przez język algorytmiczny L (rc) 
(por. p. 3.2) oraz zbiór aksjomatów Ax i reguł wnioskowania Rw, których 
schematy przedstawiamy 

AKSJOMATY 

Axl ((a => p) => ((/i => d) => (a => ó))) 
Ax2 (a=>(av ¿8)) 
Ax3 (P => (a v p)) 
Ax4 ((a => <5) ({P => ¿)) => (oc jv /?) => 5))) 
Ax5 ((oc A P) => oc) 
A x 6 ( ( a A P ) = > 0 ) 

Ax7 { ( 5 ^ < x ) = > ( ( d ^ P ) ^ ( d ^ { a A p ) ) ) ) 
Ax8 ((a =>(£=> S)) = ((a A P) => ¿)) 
Ax9 ((« A - I a) => p) 



REGUŁY WNIOSKOWANIA 

R 3 

R4 

R 5 

R6 

R 7 

W regułach R6 i R7, zwanych regułami wprowadzania kwantyfikatora 
szczegółowego i ogólnego, odpowiednio do poprzednika i do następnika 



Implikacji, należy założyć, że x nie jest zmienną wolną w fi. Reguły R4 i R5 są 
algorytmicznymi odpowiednikami reguł R6 i R7; umożliwiają wprowadzenie 
kwantyfikatorów iteracji do implikacji. Jednak charakter tych reguł jest 
całkowicie inny, ponieważ zbiory ich przesłanek są nieskończone. Podobny 
charakter ma reguła R3 wprowadzania instrukcji while w poprzedniku 
Implikacji. Reguły takie będziemy nazywać («-regułami. Reguła R1 jest 
zwana regułą odrywania łub modus ponens (m.p.). 

We wszystkich przedstawionych schematach aksjomatów i reguł wnios-
kowania a, fS, ó są dowolnymi formułami, y i y' są dowolnymi formułami 
otwartymi, x jest termem, a K 1 M są dowolnymi programami. 8£ 

System dedukcyjny wyznaczony przez 
i 1) język L ograniczony do zmiennych zdaniowych i spójników logicz-

nych A , V, —1, =>, 
(2) aksjomaty A x l - A x l l oraz regułę R! 

nazywamy klasycznym rachunkiem zdań [44, 33], 

System dedukcyjny wyznaczony przez 
(!) język pierwszego rzędu L oraz 
(2) zbiór aksjomatów A x l - A x l 3 1 reguły wnioskowania Ri , R6, R7 

(rozważane tylko dla formuł języka L) 
nazywamy klasycznym rachunkiem predykatów lub logiką klasyczną [33, 
41,44], 

Logika algorytmiczna jest rozszerzeniem klasycznego rachunku predy-
katów o pewne aksjomaty i reguły charakteryzujące nowe typy operatorów. 
Zauważmy, że reguły wnioskowania Rl , R6, R7, a więc wszystkie reguły 
logiki klasycznej, mają skończoną liczbę przesłanek. W logice algorytmicznej 
występują natomiast reguły o nieskończonej liczbie przesłanek. Zwróćmy 
uwagę na konsekwencje przyjęcia co-reguł w procesie dowodzenia. 

D I I I N I C J A 4 . 3 

Dowodem formuły a ze zbioru formuł Z będziemy nazywać parę (D,d}, 
w której D jest zbiorem skończonych ciągów liczb naturalnych, uporząd-
kowanym przez relację „być segmentem początkowym", a d funkcją ze zbioru 
I) w zbiór F (n) taką, że j 

(1) każdy liniowo uporządkowany podzbiór zbioru D jest skończony, 
(2) jeżeli c = (iu...,in)eD, to d(c)e AX u Z wtedy i tylko wtedy, gdy nie 

istnieje takie je N, że (i l5 ...,i„,j)eD, 
(3) jeżeli (¡'j,..., in,j)eD oraz d((i1...,i„,j)) = (x}, jeJczN, to 

c = (i{,...,in)eD oraz d{c) jest wnioskiem w tej regule wnioskowania, w której 
przesłankami są formuły o i p j e J , 

(4) ciąg pusty 0 należy do 1) i d (0) = a. • 



Zauważmy, że zbiór D w definicji 4.3 tworzy pewne drzewo. Wierzchoł-
kami drzewa są elementy zbioru D. Wszystkie wierzchołki w drzewie, które są 
ciągami «-elementowymi, tworzą «-ty poziom drzewa. Wierzchołki c i c' są 
połączone krawędzią wtedy i tylko wtedy, gdy c jest wierzchołkiem na 
poziomie «-tym postaci (il3 ...,i„), a c' jest wierzchołkiem na poziomie 
« + l-szym postaci (i l5...,i„,j) dla pewnych i14„„.,i„, jeN. Wierzchołek c' 
nazywamy następnikiem lub synem wierzchołka c. Wierzchołki, które nie 
mają następników, nazywamy liśćmi drzewa D. Korzeniem drzewa nazywamy 
wierzchołek drzewa D, który nie jest synem żadnego innego wierzchołka z D. 
Drzewo D etykietowane formułami zgodnie z definicją 4.3 będziemy nazywać 
drzewem dowodu formuły. 

PRZYKŁAD 4.1 

Niech Z = {a,true}, gdzie a jest dowolnie ustaloną formułą a M programem. 
Rysunek 4.1 przedstawia drzewo dowodu formuły ot ze zbioru Z. • 

(CA A true)=>a ) {Ax5} 

PRZYKŁAD 4 .2 

Niech ot, ¡3, y będą dowolnymi formułami. Na rysunku 4.2 przedstawiono 
formalny dowód formuły 

((a v y) => (/? v y)) 

przy założeniu, że formuła (a => (3) ma dowód. • 

Jeżeli reguły, które stosujemy do dowodu konkretnej formuły, mają 
skończoną ilość przesłanek, to drzewo dowodu jest skończone — zawiera 
tylko skończoną ilość wierzchołków. W logice klasycznej dowód jest więc 



C a v H ) => i fi v ? ) Rys 42 

pojęciem skończonym. Jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy włas-
ność finitystyczności procesu dedukcyjnego w logice klasycznej. Jeżeli for-
muła a ma dowód ze zbioru założeń Z, to a ma też dowód z pewnego 
ukończonego podzbioru Z 0 zbioru Z. Mianowicie, Z 0 składa się z tych tylko 
formuł zbioru Z, które występują w dowodzie formalnym formuły a. Każde 
twierdzenie logiki klasycznej jest konsekwencją skończonego zbioru założeń. 

Niestety, w logice algorytmicznej sprawa jest o wiele bardziej skom-
plikowana. Dowód formalny nie zawsze jest skończony. Jeżeli chociaż raz 
użyliśmy w dowodzie reguły co, to szerokość drzewa dowodu jest nieskoń-
czona. Co więcej, chociaż wszystkie gałęzie (drogi) w drzewie dowodu są 
Nkończone, to może się zdarzyć, że nie ma wspólnego ograniczenia ich 
długości. Oznacza to, że poziomów w drzewie dowodu formuły też może być 
nieskończenie wiele. Sytuację tę ilustruje następujący przykład. 

PRZYKŁAD 4 .3 

Niech Z będzie nieskończonym zbiorem formuł 

Z = {0 < 0, 0 ^ succ(0), 0 succ(succ(0)),...,0 ^ succ\0),...} 

i niech a będzie formułą postaci 

-i begin x := 0; while 0 < x do x := succ (x) od end true 

Formalny dowód formuły a ze zbioru Z przedstawiono na rys. 4.3. Zauważ-
my, że wszystkie gałęzie drzewa dowodu są skończone, ale dla każdej liczby 
naturalnej n, istnieje w tym drzewie gałąź o długości n. • 

Sprawdzenie, czy dane skończone drzewo etykietowane formułami jest 
dowodem formalnym pewnej formuły, jest zadaniem dość prostym. Zarówno 



LOGIKA ALGORYTMICZNA 4/98 

0 <.SKCC(0) (x 0 ) 0 <_ SUCC2(X) 

0 < 0 (x := 0)0 < suec(x) Cx := 0) (s : = succto))0 < swccCx) 

Cx := 0)0 <_x (,x := 0) Cx := succCx)) 0 x Cx := 0) Ca := succCx)) 0 ;< x 

-i Cx := 0) (iwhile 0< x do x := succ(.x) od true ) RYS. 4 .3 

zbiór aksjomatów, jak i reguł wnioskowania zawierają skończoną liczbę 
schematów. Postępując zgodnie z definicją dowodu (por. definicję 4.3) 
możemy wykazać, że dany zbiór jest lub nie jest dowodem pewnej formuły. 
Zupełnie innym jednak zagadnieniem jest zbudowanie dowodu pewnej 
formuły, nawet przy założeniu, że ten dowód istnieje. Z samej postaci formuły 
trudno wywnioskować (lub jest to zupełnie niemożliwe) jaka jest struktura 
drzewa dowodu, jakie aksjomaty są w tym przypadku istotne, czy nawet, jaka 
reguła posłużyła do wywnioskowania danej formuły. Ponadto, jedna formuła 
może mieć kilka całkowicie różnych dowodów. Proces tworzenia dowodu 
jest procesem twórczym, wymagającym od autora wiele pomysłowości. 

System formalny, który przedstawiliśmy w tym punkcie tzw. system 
Hilberta, nie nadaje się do automatyzacji procesu dowodzenia. Istnieją 
jednak inne systemy formalne logiki algorytmicznej, które pozwalają na 
mechaniczne, przynajmniej w pewnym stopniu, tworzenie dowodu. Takim 
systemem jest aksjomatyzacja typu gentzenowskiego, którą przedstawimy 
w dalszej części rozdziału. 

DEFINICJA 4.4 

Jeżeli formuła a ma dowód ze zbioru założeń Z, to piszemy Z i- a. Jeżeli a ma 
dowód wykorzystujący jedynie aksjomaty systemu, to piszemy h- oc i for-
mułę a nazywamy twierdzeniem logiki algorytmicznej. Funkcję C : 2 F - > 2 F 

taką, że dla dowolnego zbioru formuł Z, C (Z) jest najmniejszym zbiorem 
zawierającym Ax u Z i zamkniętym ze względu na reguły wnioskowania ze 
zbioru Rw, nazywamy operacją syntaktycznej konsekwencji. Jeżeli aeC(Z) , 
to powiemy, że a jest syntaktyczną konsekwencją zbioru Z. • 

Z przyjętych definicji wynika wprost następująca charakteryzacja ope-
racji syntaktycznej konsekwencji. 
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LKMAT 4.1 

Dla dowolnych zbiorów formuł Z, ZŁ, Z 2 zachodzą następujące własności: 
(1) jeżeli Z j c Z 2 , to C ( Z J <= C(Z2); 
(2) Z c C ( Z ) ; 
(3) C(C(Z)) = C(Z); 
(4) dla dowolnej formuły a, Z h- a wtw a e C (Z). 

Inaczej mówiąc, jeżeli formuła a jest konsekwencją zbioru Z, to a jest 
konsekwencją każdego zbioru większego niż Z (własność tę nazywamy 
monotonicznością operacji konsekwencji). Każda formuła należąca do zbio-
ru Z należy również do konsekwencji tego zbioru. Ponadto, konsekwencje 
zbioru konsekwencji C (Z) są już zawarte w zbiorze C (Z) (tzn. zbiór C (Z) jest 
domknięty ze względu na swoje konsekwencje). Ostatnia własność (4) 
Ntwierdza równoważność pojęć „być konsekwencją zbioru Z"" i mieć do-
wód formalny oparty na Z". 

Ważnym i wielokrotnie w dalszym ciągu używanym, będzie następujący, 
natychmiastowy wniosek z lematu 4.1. • 

LliMAT 4.2 
(1) Jeżeli a jest twierdzeniem rachunku zdań, to jest twierdzeniem logiki 

algorytmicznej. 
(2) Jeżeli a jest twierdzeniem logiki klasycznej, to jest twierdzeniem 

logiki algorytmicznej. • 

DEFINICJA 4.5 

Jeżeli dla dowolnego zbioru formuł Z z tego, że dla wszystkich iel, I a N, 
a, e C (Z) wynika, że fi e C (Z), to schemat 

oc;,iel,l cz N 

P 
będziemy nazywać wtórną regułą wnioskowania. • 

Przykładem wtórnej reguły wnioskowania jest więc schemat 

(a v <5) => (/? v <5) j 

(por. przykład 4.2). Dalej przedstawimy inne przykłady reguł wtórnych. 
Reguły te pozwolą w dużym stopniu uprościć formalne dowody twierdzeń. 

PRZYKŁAD 4.4 

Dla dowolnego ieN oraz dowolnych: formuły otwartej y, formuły a i pro-



gramu M, następująca formuła jest twierdzeniem logiki algorytmicznej 
AL (71): 

(if y then M fi)'( —1 y A ok (y) A a) => while y do M od a (4.1) 

Dowód przebiega przez indukcję ze względu na i. Dla i = 0 mamy 

I- (—1 y A ok (y) A a) => while y do M od a 

na mocy aksjomatów Ax21 i Ax3. Przyjmijmy /? = (—1 y A ok(y) A a) i załóżmy 
(założenie indukcyjne), że 

(if y then M fif fi => while y do M od a 

Na mocy aksjomatu Ax20 

I- (if y then M G)k + 1p => ok (y) A ((y A M (if y then M f i f f i ) v 
( - 1 y A (if y then M fi)K/3)) 

Stosując do założenia indukcyjnego regułę R2 oraz korzystając z aks-
jomatów Axl-Ax4 (por. przykład 4.14) otrzymamy 

1- (y A ok (y) A M (if y then M f i f P ) => (y A ok (y) A M (while y do M od a)) 

Ponadto, na mocy Ax20 

I- (~iy Ao/c(y)A(if y then M fi)k fi) => (~\ y A ok (y) A a) 

Zatem na mocy aksjomatów Axl, Ax5-Ax9 (por. przykład 4.2) 

I- (if y then M f\)k+1P => (ok (y) A (y A M (while y do M od a) v -1 y A ot)) 

Czyli ostatecznie na mocy aksjomatu Ax21 

I- (if y then M G)k + 1 p => while y do M od a 

Na mocy zasady indukcji matematycznej udowodniliśmy, że formuła postaci 
(4.1) ma dowód dla dowolnej liczby naturalnej i. • 

P R Z Y K Ł A D 4 . 5 

Dla dowolnego zbioru formuł Z, zbiór C (Z) jest zamknięty ze względu na 
następującą regułę wtórną zwaną regułą niezmiennika: 

(a => Ma) 
((a A while y do M od true) => while y do M od a) 

gdzie a jest dowolną formułą, M dowolnym programem, a y dowolną formułą 
otwartą. 

Pokażemy, że jeżeli przesłanka tej reguły jest dowodliwa w AL, to 
wniosek też ma dowód. Reguła ta jest wygodnym narzędziem do dowodzenia 
własności programów iteracyjnych. 



Niech 

ZI— (a => Ma) (4.2) 

Pokażemy przez indukcję ze względu na i, że formuła 

((a A if y then M fi'( -1 y A ok (y))) => while y do M od a) (4.3) 

ma dowód formalny ze zbioru Z w logice algorytmicznej. Oznaczmy przez IF 
program if y then M fi i przez WH program while y do M od. Na mocy 
aksjomatów Ax2, Ax21 i reguły modus ponens 

I - ((a A ok (y) A 1 y) => WHa) 

Zatem dla i = 0 formuła (4.3) jest udowodniona. 

Załóżmy (założenie indukcyjne), że dla pewnego j 

Z h ( ( « A I F ( 1 y A ok(y))) => WHa) 

Na mocy aksjomatu Ax20 

H IF j + 1 (~ i y A o/c(y)) {ok(y) A (y A M (IFJ( -1 y A ok (y))) v 
v —1 y A (IF'( -I y A ok (y))))) 

a na mocy Ax5 i założenia (4.2) 

ZI— (a A IFJ + y A o/c (y))) => 

=> (ok (y) A ((y A Ma A M (lF j( -1 y A ok (y)))) v (— y A a))) 

Stąd i z aksjomatu Axl6, założenia indukcyjnego oraz udowodnionej 
w poprzednim przykładzie formuły (4.1) otrzymujemy 

Zl— (cc A IFJ + 1(—1 y A ok(y))) => 

=> ((y A ok (y) A M (WHa)) v (a A ok (y) A y)) 

Na mocy aksjomatu Ax21 mamy 

ZI— (a A IFJ + 1 y A ok (y))) => WHa 
a zatem formuła (4.3) została udowodniona dla dowolnej liczby naturalnej i. 

Zastosowanie aksjomatu Ax8 pozwoli nam przekształcić formułę (4.3) 
do postaci wymaganej w co-regule R3, po zastosowaniu której otrzymujemy 

Z h (WH true (a => WH a)) 

Stosując jeszcze raz aksjomat Ax8 otrzymamy 

Z h ( ( a A w h i l e y do M od true) =>while y do M od a) 

co należało udowodnić. • 



PRZYKŁAD 4 .6 

Niech a, p będą formułami otwartymi, wtedy dla dowolnego programu 
K następujący schemat jest wtórną regułą logiki algorytmicznej: 

(g =>j8), (ok(p)=>ok(oc)) 
while P do K od true => while oc do K od true 

DOWÓD 

Pokażemy, że dla dowolnego zbioru formuł Z i dowolnych a, fi, K, jeżeli 
Z I - (oc => P) oraz Z H (ok (P) => ok (oc)), to wniosek reguły ma dowód ze 
zbioru Z. 

Z I - ((ok (P) => ok (a)) {założenie} 
Z l- (—1 P => -1 oc) {rachunek zdań, założenie} 
Z H ((-1P A ok (P)) => while a do K od true) {Ax2 i Ax21} 

Załóżmy (założenie indukcyjne), że dla pewnego i 

Z \ f p then K fi'( -1 p A ok (P)) => while oc do K od true 

Niech IF = if p then K fi oraz WH = while a do K od wtedy 

H if p then K f l i + 1 ( - i P Aok (P)) => 

=> (ok (P) A (-1 p A IF'( \ P A ok (P)) v p A K (IF'( -1p A ok (P))))] {Ax20} 

K ( -1 p A ok (P) A IF ;( -1P A ok (P)) V p A ok (P) A K (IF'( -I p A ok (P)))) => 

^(-iPAok(P)v pAok(P)AK (IF'( -1 p A ok (p)))) {Ax5 i reguła wtór-

na por. przykład 4.2} 

Z h- (-1P A ok(P) v p A ok(P) A K(IF'(-1P A ok(P)))) => 
=> (-1 a A ok (a) v p A ok (P) A K (WH true)) {z założenia indukcyjnego, 

reguły R2 i reguły wtórnej przedstawionej w p. 4.7 na rys. 4.5} 

Ale 

h- (~i oc v A K (WH true)) = (-iocv - i a A p A K(WH true) v a A P A 
A K (WH true)) 

skąd na mocy praw rachunku zdań mamy 

Z H (ok (P) A ( -1 p v P A K ( I F (-1 p A ok (P))))] => 

=> (ok (oc) A (-1 oc v a A K (WH true))) 

Z H (ok (a) A (- i a v a A K (WH true))) WH true {Ax21} 

Z przedstawionego ciągu twierdzeń na mocy aksjomatu Axl i reguły modus 
ponens otrzymujemy 



Z I- if p then K fif + 1 ( 1 p A ok (P)) => while a do K od true 

Zasada indukcji pozwala więc wywnioskować, że dla dowolnego i 

Z\-\ip then K fi'( -1P A ok (P)) => while A do K od true 

Nli|d na mocy reguły R3 mamy ostatecznie 

Z I- while P do K od true => while a do K od true • 

Twierdzenie o pełności logiki algorytmicznej 4.3 
W tym punkcie uzasadnimy wybór aksjomatów i reguł wnioskowania. 
Pokażemy, że system formalny logiki algorytmicznej jest zgodny z przyjętą 
wcześniej semantyką. Nie pozwala on udowodnić formuły fałszywej, czyli 
wszystkie formuły, które mają dowód, są prawdziwe. Co więcej, wszystkie 
formuły prawdziwe mają w tym systemie dowód formalny. 

l.liMAT 4.3 

Wszystkie aksjomaty systemu AL (TC) są tautologiami. 

D O W Ó D 

(1) Rozważmy aksjomat Axl8 w przypadku, gdy x jest termem, y jest formułą 
otwartą, a x jest zmienną indywiduową 

(.x : = T) y (x) = (y (X/T) A ok (T)) 

Niech A będzie ustaloną strukturą danych, a v wartościowaniem. Przypo-
mnijmy najpierw, że formuła ok (T) jest spełniona przez wartościowanie, jeżeli 
tylko należy ono do dziedziny funkcji Ta (por. p. 2.4). Mamy zatem 

A, v 1= (y (X/T) A ok (T)) wtw v e Dom (T) oraz A, v 1= y (X/T) 

Ponieważ, veDom{T) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na to by 
istniało obliczenie skończone, udane programu (X:= T), a ponadto, dla v' 
takiego, że v'(x) = Ta(V) 

A, v \= y (X/T) wtw A, v' \= y (x) 

więc ostatecznie 

A, v 1= (x := T) y (x) wtw A, v 1= (y (X/T) A ok (T)) 

(2) Rozważmy aksjomat Ax21 postaci 

while y do M od a = ok (y) A ((—i y A a) v (y A M (while y do M od))) 



Pokażemy, że niezależnie od formuł y, a i programu M przedstawiona 
formuła jest spełniona przez dowolne wartościowanie v w dowolnej struk-
turze danych A. 

A, v 1= while y do M od a wtw 

istnieje udane, skończone obliczenie programu while y do M od, którego 
wynik spełnia a wtw 

(na mocy lematu 3.1) istnieje ie N takie, że dla j < i ve Dom(MJ
A) 

i A, v N MJ(y A ok (y)) oraz A, v 1= M l( -1 y A ok (y) A a) wtw 

A,I>N ( - 1 y A o/C(y) A a), albo istnieje i # 0 takie, że dla j<i— 1 
A, v 1= M (MJ'y) oraz A,vt= M ( M ' _ 1(~i y A ok (y) AA)), veDom(MA) i 
MA(r) e Dom *) wtw 

A, C|= (~iy A o/C(y) A a) albo veDom(MA) i istnieje i ^ 0 takie, że dla 
j < i, MA(t') e Dom (Mi) oraz A,MA(y) MJ(y A ok (y)) dla j < i i 
A, MA(V) t= M \ - 1 y A ok (y) A a) wtw 

A, v N ( y A ok (y) A a) lub A, v 1= (y A ok (y)) oraz v e Dom (MA) 
i A, MA(D) |= while y do M od a wtw 

A, v 1= (o/c (y) A ((—1 y A a) v (y A M (while y do M od)))) 

Dowód lematu w pozostałych przypadkach przebiega podobnie. • 

Udowodniony lemat stwierdza, że każdy aksjomat systemu AL (n) jest 
schematem formuł prawdziwych w każdej strukturze danych. Następnym 
krokiem będzie pokazanie, że każda reguła systemu AL(n) prowadzi od 
formuł prawdziwych do formuł prawdziwych. 

LEMAT 4.4 

Dla dowolnej reguły wnioskowania systemu AL(TC) postaci (Z, a) i dla 
dowolnej struktury danych A, jeżeli A1= Z, to A t= a. 

DOWÓD 

Dowód polega na sprawdzeniu, że dla każdej reguły prawdziwość przesłanek 
pociąga prawdziwość wniosku. 
Rozważmy regułę R2 

(Ma => Mfi) 

Niech (a => fi) będzie formułą prawdziwą w A. Przypuśćmy, że dla pewnego 
wartościowania v 



A, v$= Ma 

Wynika stąd, że v e Dom (MA) oraz A, MA(u) 1= a. Na mocy założenia o praw-
dziwości przesłanki rozważanej reguły, mamy A, MA(v) 1= fi, a zatem 

A,Dt= Mfi 

Ponieważ v było dowolnym wartościowaniem, więc A1= (Ma => Mfi), co 
należało pokazać. 
Rozważmy regułę R3 

{K (if y then M fi)'( ~i y A ok (y) A a) => fi}ieN 

(K (while y do M od a) => fi) 

gdzie y jest formułą otwartą, a, fi są dowolnymi formułami, K, M są 
dowolnymi programami. Niech A będzie strukturą danych, a v wartoś-
ciowaniem takim, że 

A, v t= K (while y do M od a) i non A, v \= fi 

Stijd na mocy lematu 3.3, istnieje takie i e N, że 

A, KA(U) N (if y then M fi)'( -I y A ok (y) A a) 

i w konsekwencji 

A, v 1= K (if y then M fi)'( y A ok (y) A a) 

Ponieważ, na mocy założenia non A, v \= fi, więc istnieje takie i e N, że 

non A, v \= (K (if y then M fi)'( —I y A ok (y) A a) => fi) 

Zatem i-ta przesłanka rozważanej reguły nie jest prawdziwa. Dowiedliśmy 
w ten sposób, że jeżeli wszystkie przesłanki reguły R3 są formułami 
prawdziwymi w strukturze A, to i wniosek jest formułą prawdziwą w A. 
Rozważmy regułę R5 

{(j8=»M(K'a))}teW 

(fi => M(P)Ka)) 

Załóżmy, że dla każdego i e N, 

A1= (/? => M (K!a)) 

i przypuśćmy, że dla pewnego wartościowania v 

A, v 1= fi i non A, v t= M ( f j K a ) 

Sląd albo wartościowanie MA(t>) jest nieokreślone albo jest określone i na 
mocy definicji kwantyfikatora iteracji (por. p. 3.5) istnieje takie n ^ 0, że 
non A, MA(t>) 1= (K"a). W obu przypadkach 

non A, D 1= (/i => M (K"a)) 



co przeczy przyjętemu założeniu. 
Rozważmy regułę R7 

()8=>(Vx) a(x)) 

Niech A t= (/? =s> a (x)) i przypuśćmy, że dla pewnego wartościowania v 

A,v\= P oraz no« A, v N (Vx) a (x) 

Na mocy definicji kwantyfikatora V (por. p. 2.4) istnieje taka wartość 
a zmiennej x w A, przy której 

A, 1= -i a (x) 

Ponieważ zmienna x nie występuje w sposób wolny w formule fi, zatem 
A, t= P- Wynika stąd, że 

non A, vi N (¡5 => a (x)) 

co przeczy założeniu, że przesłanka rozważanej reguły jest prawdziwa przy 
dowolnym wartościowaniu. 
Analogiczny dowód w pozostałych przypadkach pomijamy. • 

Podsumowaniem dotychczasowych rozważań jest twierdzenie 4.1. Nosi 
ono nazwę twierdzenia o słuszności aksjomatyzacji. 

TWIERDZENIE 4 .1 

Dla dowolnej formuły a i dowolnego zbioru Z, jeżeli a ma dowód ze zbioru Z, 
to a jest prawdziwa w każdym modelu zbioru Z, krótko 

Z ot implikuje Z l=a 

DOWÓD 

Z założenia Z l- a wynika, że istnieje dowód formalny <D, d} formuły a ze 
zbioru Z. Niech A będzie dowolnie wybranym modelem zbioru Z. Zauważ-
my, że jeżeli na poziomie n drzewa dowodu <Z), d} występuje formuła, która 
nie jest prawdziwa w A, to na mocy lematu 4.4 w zbiorze formuł-przesłanek 
reguły użytej do jej wywnioskowania istnieje formuła, która również nie jest 
prawdziwa w A. Zatem, jeżeli na poziomie n drzewa dowodu istnieje formuła 
Pn taka, że non At= /?„, to na poziomie n + 1-szym drzewa D istnieje formuła 
Pn+1i non A N Ponadto wierzchołki, którym są przypisane te formuły, 
są połączone krawędzią. Stąd, gdyby non A N a, to w drzewie dowodu D 
istniałaby gałąź taka, że wszystkie formuły przyporządkowane jej wierz-
chołkom nie byłyby prawdziwe w A. W szczególności, formuła przypisana 
liściowi na tej gałęzi nie byłaby prawdziwa w A. Sprzeczność, ponieważ 



formuła przypisana liściowi musi być albo aksjomatem, albo musi należeć do 
zbioru Z, a więc musi być prawdziwa. Struktura A była dowolnie wybranym 
modelem zbioru Z, więc mamy Z l= a, co należało udowodnić. • 

Jedną z konsekwencji udowodnionego twierdzenia jest własność nie-
sprzeczności systemu formalnego AL (u). Nie istnieje bowiem formuła algoryt-
miczna taka, że zarówno ona, jak i jej negacja mają dowód formalny w tym 
Nystemie. Gdyby formuła taka istniała, i gdyby np. oc była taką formułą, to na 
mocy twierdzenia o słuszności aksjomatyzacji byłoby 

A, v t= a oraz non A, v 1= a 

dla dowolnego wartościowania v w dowolnej strukturze A. Czyli formuła a 
miałaby równocześnie wartość 0 i 1 przy tym samym wartościowaniu, co nie 
jest możliwe, bo każda formuła (por. p. 2.4 i p. 3.3) wyznacza w zbiorze 
wartościowań pewną funkcję. 

Twierdzenie o słuszności aksjomatyzacji możemy wypowiedzieć w następu-
jijcej formie: 

jeżeli formuła oc wynika syntaktycznie ze zbioru Z, to wynika ze 
zbioru Z semantycznie. 

System AL(rc) umożliwia więc dowodzenie tylko formuł prawdziwych. 
Powstaje pytanie, czy wszystkie formuły prawdziwe mają dowód w tym 
Nystemie. Następujące twierdzenie, zwane twierdzeniem o pełności, daje 
odpowiedź na to pytanie. 

T W I E R D Z E N I E 4 . 2 

Dla dowolnego zbioru formuł Z i dla dowolnego formuły algorytmicznej ot, 
Z1= a wtedy i tylko wtedy, gdy Z i- a. • 

Ze względu na objętość tej książki, jak i na jej przeznaczenie, trudny 
i długi dowód tego twierdzenia pomijamy. Zainteresowanych odsyłamy do 
pracy [40]. Zwracamy uwagę czytelnika na p. 4.7, w którym znajduje się 
dowód twierdzenia o pełności logiki algorytmicznej dla nieco innej aks-
jomatyzacji. 

W następującym przykładzie przedstawiamy zastosowanie twierdzenia 
o pełności. Wykażemy, że istnieje dowód formalny pewnej formuły pokazując 
jej prawdziwość w dowolnej strukturze danych. 

P R Z Y K Ł A D 4 . 7 

Niech K J K ) n K ( o i ) = 0 (por. p. 3.3) dla pewnej formuły oc i pewnego 
programu K. Wówczas formuła 



Kot = (ot A Ktrue) 

jest twierdzeniem logiki algorytmicznej. 
Rzeczywiście, dla dowolnej struktury A i dla dowolnego wartościowania v 

A, v t= Kot wtw A, v 1= Ktrue i A, KA(t>) t= a 

Ponieważ na mocy założenia zmienne, które mogą ulec zmianie w wyniku 
obliczenia programu K, nie występują w formule a, zatem aA(KA(u)) = aA(v). 
W konsekwencji, dla dowolnej struktury A mamy 

A l= Kot = (ot A Ktrue) 

Stąd na mocy twierdzenia o pełności otrzymujemy 

I— Kot = (a A Ktrue) 

Wynik ten, przedstawiony w postaci reguły wnioskowania 

^ r U e gdzie Vout(K) n F(a) = 0 (4.4) 
iva = a 

daje wygodne narzędzie do dowodzenia własności programów. • 

PRZYKŁAD 4 .8 

Wykażemy, że dla dowolnych K, M takich, że F(M) n F(K) = 0 

I- K (Ma) = M (Ka) • 

D O W Ó D 

Niech x będzie dowolną zmienną, v dowolnym wartościowaniem, a A struk-
turą danych. Jeżeli x e F(K), to F(M), a zatem 

K A ( M A ( » ) ) ( X ) = K » ( x ) = M A ( K A ( U ) ) (X) 

Jeżeli x£V(K) , to 

K A ( M A ( R ) ) ( X ) = M a (L ! ) ( x ) = M a ( K a ( U ) ) ( x ) 

Stąd, dla dowolnej zmiennej x, wartościowania KA(MA(t>)) i M A ( K A ( D ) ) 

pokrywają się. W konsekwencji 

A,u(= K(Mot) = A , d N M(Ka), 

a więc na mocy twierdzenia o pełności I- K (Ma) = M (Ka). • 

Podsumowując rozważania tego punktu powtórzmy jeszcze raz, że 
formuła jest twierdzeniem logiki algorytmicznej wtedy i tylko wtedy, gdy jest 
tautologią i ponadto, wynikanie semantyczne pokrywa się z wynikaniem 



Ny n tak tycznym. System formalny AL(7i) umożliwia więc zamienne stosowa-
nie metody semantycznej sprawdzania, czy formuła jest twierdzeniem, z me-
lodii syntaktyczną. 

Niestety, jak już zauważyliśmy, konstruowanie dowodu formalnego nie 
jest czynnością mechaniczną i nie jest wcale czynnością łatwą. Tym bardziej 
że w zestawie reguł wnioskowania istnieją oj-reguły. Postawmy więc pytanie, 
czy oj-reguła jest rzeczywiście potrzebna? Czy nie można osiągnąć tego 
Namego celu, tzn. pełnej charakteryzacji zbioru formuł prawdziwych, za 
pomocą systemu aksjomatycznego, w którym nie ma reguł z nieskończoną 
ilością przesłanek? 

Przypuśćmy, że system taki istnieje i oznaczmy go przez X. Pamiętajmy, 
że zasadnicze założenia, jakie narzuciliśmy na ten system, są następujące: 

(Zl) wszystkie reguły systemu są skończone; 
(Z2) zachodzi twierdzenie o pełności (VZ) (Voc) Z h a = Z N « . 

Niech Z będzie zbiorem formuł postaci 

{(x := 0) 0 < ..., (x := 0) ((x := succ (x)); 0 < x),...} 

a a formułą 

-i (x := 0) (while 0 ^ x do x := succ (x) od true) 

Zauważmy, że Z |= a. Zatem na mocy założenia (Z2) mamy Z a, tzn. a ma 
dowód ze zbioru Z w systemie X. Zbiór Z jest wprawdzie nieskończony, 
jednak dowód formalny formuły a ze zbioru Z w systemie X jest skończony, 
ponieważ wykorzystuje tylko reguły o skończonej ilości przesłanek (Zl). 
Zatem istnieje podzbiór Z 0 c Z złożony tylko z formuł występujących 
w dowodzie formuły a taki, że Z 0 a. Wykażemy teraz, że jest to niemożliwe. 

Rozważmy dowolny skończony podzbiór zbioru Z, 

Z j = {((x:= 0)(x:= succ (x))' 0 < x}ieJ 

dla pewnego skończonego podzbioru I zbioru liczb naturalnych. 
Niech A będzie strukturą danych taką, że uniwersum systemu A jest zbiór 
liczb naturalnych N, interpretacją succ jest operacja następnika w N, 
interpretacją 0 jest stała zero, a interpretacją relacji jednoczłonowej 0 < jest 
relacja (0 określona następująco: 

(0 ^ )A(n) = true wtw nel 

Dla dowolnego wartościowania mamy 

((*:= 0) (x := succ (x)); (0 < x ) » = (0 <)A Succi(0) = (0 <)A(i) 

czyli 

A, v 1= (x := 0) (x := succ (x))' 0 ^ x wtw i e I 

Tak więc struktura A jest modelem zbioru Z,. Ponieważ / jest skończonym 



podzbiorem zbioru N, to istnieje liczba naturalna j taka, że non j e I. Dla 
takiego j mamy 

non A, v t= (x := 0) (x := succ (x))J 0 ^ x 

Zatem program begin x := 0; while 0 < x do x := succ (x) od end ma skończone 
obliczenie i co za tym idzie non A1= a. 

Wykazaliśmy, że jeśli wybierzemy jakikolwiek podzbiór skończony Z 0 

zbioru Z, to znajdziemy model zbioru Z 0 , który nie będzie modelem for-
muły cc. W konsekwencji mamy non Z 0 | = oc. Sprzeczność, którą otrzymaliśmy, 
dowodzi, że nie jest możliwe znalezienie systemu formalnego X tak, by 
założenia (Zł) i (Z2) były spełnione równocześnie. 

Reguła co, chociaż niewygodna w użyciu, pozwala udowodnić wiele 
innych reguł wnioskowania, tzw. reguł wtórnych (por. definicję 4.5), które 
umożliwiają dowodzenie własności programów już bez użycia ćo-reguły. 
Przedstawiamy tutaj przykład takiej pożytecznej reguły wtórnej. 

PRZYKŁAD 4.9 

Następujący schemat jest poprawną regułą wnioskowania w logice algoryt-
micznej: 

K j true, K 2 true 
while y do M od a = while y do M; K 2 od a 

gdzie y jest dowolną formułą otwartą, a dowolną formułą, a K l 5 K 2 , 
M programami takimi, że 

F „ a t ( K 1 ) n F ( M y v a ) = 0 oraz V0JK2) n F(My v a) = 0 

DOWÓD 

Niech Z będzie dowolnym zbiorem formuł. Jeżeli Z h K2 true, to na mocy 
reguły (4.4) mamy 

Z I - (y = K 2 y) 

Stosując regułę R2 do tego twierdzenia otrzymamy 

ZI— (Kx(My) = K1(M(K2y))) 

Podobnie, jeżeli Zh- K t true, to na mocy reguły (4.4) mamy 

Z\- (My = Kj(My)) 

Łącząc te dwa twierdzenia otrzymamy na mocy Axl 

Z l - (My = begin K x ; M; K 2 end y) 



Analogicznie otrzymujemy 

Z I- (M (- i y A ok (y) A ot) = begin KŁ; M; K 2 end ( y A ok (y) A oc)) 

Przyjmijmy jako /? formułę (—iy A ok(y) A a). Na mocy aksjomatów A x l -
AXL 1 możemy wywnioskować, że 

Z l - (y A olc(y) A M^) v ( - iy A o/c(y) A = 
= (y A ok (y) A K Ł ( M K 2 p)) v ( - i y A ok (y) A FI) 

H na mocy aksjomatu Ax20 

Z I - if y then M fi fi = if y then K t ; M; K 2 fi £ 

1'foste rozumowanie indukcyjne pozwala udowodnić, że dla każdej liczby 
naturalnej i 

Z b- (if y then M fi)' /? = (if y then K,; M; K 2 fi)' p 

(zauważmy, że wobec przyjętych założeń ^U((K1) n F(M'/?) = 0 oraz 
VQJK2)n F(M'/?) = 0). Stąd na mocy reguły R3 oraz własności (4.3) otrzy-
mujemy 

Z1- while y do M od a = while y do K M; K 2 od a 

Wiele różnych przykładów zastosowania udowodnionej reguły znajdzie 
czytelnik w następnym rozdziale. • 

PRZYKŁAD 4 . 1 0 

Niech Z będzie dowolnym zbiorem formuł i niech y, 5 będą formułami 
otwartymi takimi, że 

Z\-(y=>S) 

Niech K, M 1 ; M 2 będą dowolnymi programami, a a dowolną formułą oraz 
^,„,(M1)n V{8) = 0. Wtedy następująca formuła jest konsekwencją zbioru 
formuł Z: 

while y do M^ifć) then K fi; M2 od a = while) do M,; K; M 2 o d a 

DOWÓD 

Na mocy własności udowodnionej w przykładzie 4.7 mamy 

Z | - M 1 ^ = ( ^ A M 1 true) Z N M X 1 5 = ( - I 5 A M T true) 

a na mocy założenia 

Z i- (y A <5) = y Z h- (y A -i ¿) = false 



LOGIKA ALGORYTMICZNA 4/112 

Oznaczmy przez M program begin M 1 ; if S then K fi; M 2 end oraz przez M' 
program begin M ^ K; M 2 end. 

Niech ponadto P oznacza dowolną formułę. Wtedy formuła 

if 7 then M fi p 

jest równoważna, kolejno, następującym formułom: 

ok (7) A ((7 A Mp) v (-1 y A /?)) 

ok{y) A ((7 A M I ( 5 A K ( M 2 P) v -id A M 2 0)) v (-17 A P)) 
ok(7) A ((7 A 5 A M 1 (K(M 2 P))) v (7 A -1 <5 A M 1 (M 2 P)) v (—ly A p)) 
ok (7) A ((7 A M'JS) v (~17 A /?)) 

if 7 then M' fi p 

Przeprowadzając oczywiste rozumowanie indukcyjne, otrzymamy dla każ-
dego i, 

ZI— (if 7 then M fi)' (—17 A ok (7) AA) = (if 7 then M' fi)' (-17 A ok (7) A a) 

Na mocy własności (4.3) oraz reguły R3 otrzymujemy ostatecznie 

Z h- while 7 do M od a = while 7 do M' od a 

Następujący schemat jest zatem poprawną regułą wnioskowania 

(y=>S) 
while 7 do M1 ; if 6 then K fi; M 2 o d a = while 7 do M ^ K; M 2 o d a 

przy założeniu, że F0Ut(M,) r\V(S) = 0. • 

PRZYKŁAD 4 . 1 1 

Następujące schematy są przykładami prostych reguł wtórnych, których 
dowód nie wymaga zastosowania «-reguły: 

(«=> (ok (7) a -17)) 
(a A if 7 then M fi P) = (a A p) 

(a (ok (7) A -17)) 
(a A while 7 do M od P) = (a A P) 

gdzie 7 jest formułą otwartą, a, p są dowolnymi formułami, a M jest 
dowolnym programem. 

DOWÓD 

Jeżeli formuła (a => (ok (7) A —17)) ma dowód z pewnego zbioru formuł Z, to 
na mocy aksjomatów Ax2 i Ax7 formuły 



((a A V) = (~\y Aok(y)Ay)) 

ora/, 
((a A fi) = ( - I y A ok (7) A a A FI)) 

mają dowód. Wynika stąd 

Z I - (a A ok(y) A (7 A M<S V A /?) = (a A fi)) 

gdzie 5 jest dowolną formułą. Przyjmując we wzorze jako ó raz formułę fi, 
u raz formułę (while y do M od fi) oraz korzystając odpowiednio z aksjomatu 
Ax20 lub Ax21 otrzymamy 

ZI— (a A if Y then M fi /?) = (O A/?) 
Z l- (a A while y do M od fi) = (a A fi) • 

Twierdzenie, które zamierzamy udowodnić na zakończenie tego punktu, ma 
duże znaczenie dla lepszego zrozumienia czym jest proces tworzenia dowodu. 

TWIERDZENIE 4.3 

Dla dowolnych formuł a, fi i dla dowolnego zbioru formuł Z 

Z u {a} I— fi wtw Z h ((Vx) a(x)=>0) 

gdzie x jest zbiorem wszystkich zmiennych wolnych występujących w for-
mule a. 

DOWÓD 

Udowodnimy jedynie implikację „=>" 
Dowód implikację odwrotnej, polegający na zastosowaniu reguły modus 
ponens, pomijamy. 
Niech A będzie modelem zbioru Z i niech dla pewnego dowolnie ustalonego 
wartościowania v0 

A,v0 1= (Vx)a(x) 

Ponieważ wartość formuły (Vx) a(x) nie zależy od wartości zmiennych x, 
więc dla dowolnego v mamy 

A, v 1= (Vx)oe(x) 

Wynika stąd, że A jest modelem zbioru Z u {a}. Jeżeli założymy, że 
Z u {a} I- fi, to z twierdzenia o pełności (4.2) otrzymamy 

A ^ f i 

W szczególności A, v01= fi. 



W konsekwencji, każdy model zbioru Z jest też modelem formuły 
(Vx) a (x) => /?, tzn. Z1= (Vx) oc (x) => ¡3. Na mocy twierdzenia o pełności mamy 

ZI— (Vx) a (x) => /? • 

Jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy następujące twierdzenie zwane 
twierdzeniem o dedukcji. 

TWIERDZENIE 4 .4 

Dla dowolnej formuły dowolnego zbioru formuł Z i dowolnej zamkniętej 
formuły a 

Z u {a} I- P wtw Z h ( a = > j 5 ) • 

Teorie algorytmiczne 4.4 
Jeżeli formuła jest twierdzeniem logiki algorytmicznej, to jest prawdziwa 
w każdej strukturze danych. Prawdziwość takiej formuły wynika więc z jej 
budowy syntaktycznej, nie zależy natomiast od przyjętych wartości zmien-
nych czy wyboru interpretacji symboli funkcyjnych i relacyjnych języka. 
Twierdzenia logiki wyrażają zatem własności niezależne od struktury da-
nych. Zdarzają się jednak sytuacje, w których chcemy lub musimy ograniczyć 
nasze rozważania. Często interesują nas nie zdania ogólnie prawdziwe, ale te 
prawdziwe w wybranej przez nas klasie struktur lub wręcz w wybranej 
strukturze danych. 

Wyboru klasy struktur możemy dokonać przez przyjęcie pewnych 
dodatkowych założeń, które będą tę klasę charakteryzowały. Jeżeli chcemy 
poznać własności struktur uporządkowanych, wystarczy przyjąć jako dodat-
kowe założenia następujący zbiór Z zdań 

(Vx)x ^ x 
(Vx, y ) ( x ^ y A y < x = > x = y) 
(Vx, y, z) (x ^ y A y ^ z => x ^ z) 

Zgodnie z przyjętą wcześniej umową i twierdzeniem o pełności logiki 
algorytmicznej Z h a oznacza, że a wyraża pewną własność przysługującą 
każdej uporządkowanej strukturze danych. 

DEFINICJA 4 .6 

Niech Aks będzie niepustym zbiorem formuł języka algorytmicznego L (tc) 
i niech i- będzie operacją syntaktycznej konsekwencji wyznaczoną przez 
aksjomaty i reguły wnioskowania systemu AL(7t). System T = <L(TI),i-, Aks) 



będziemy nazywać teorią algorytmiczną, zbiór Aks zaś zbiorem aksjomatów 
»pacyficznych teorii T. • 

PRZYKŁAD 4 .12 

Niech Ar będzie zbiorem złożonym z następujących formuł: 

Arl —isucc(x) = 0 
Ar2 ((succ (x) = succ (y) => x = }») 
Ar3 begin x := 0; while i x = y do x := succ (x) do end true 

gilzie x, y są zmiennymi indywiduowymi, succ jest funktorem jednoargumen-
lowym, 0 jest stałą, a = równością. 

System <L(n), 1-, Ar ) jest przykładem teorii algorytmicznej. Zbiór Ar, 
wrtiz ze zbiorem aksjomatów równości, tworzy zbiór jej aksjomatów specyfi-
cznych. Teorię tę będziemy nazywać arytmetyką liczb naturalnych. • 

DHFINICJA 4.7 

Powiemy, że struktura danych A dla języka L (71) jest modelem teorii 
i = <L(rc), 1-, Aks) wtedy i tylko wtedy, gdy A jest modelem zbioru Aks, tzn. 
(Voce Aks ) A (= a . • 

PLŁZYKŁAD 4.13 

Modelem teorii <L(ti), 1-, Ar ) jest standardowa struktura liczb naturalnych 
N = <N, s, 0; = >. Operacja następnika s jest interpretacją funktora succ, 
zero 0 jest interpretacją stałej 0, a identyczność jest interpretacją predy-
katu = (por. przykład 3.13 oraz 2.21). 

Rzeczywiście, niech v będzie dowolnym wartościowaniem takim, że 
i>(y) = n. Mamy wtedy 

N, v t= succn(0) = y i non N, v N succ\0) = y dla j n 

Zatem 

N, v 1= (x := 0) (x := succ (x))"(x = y) 
oraz 

N, v 1= (x := 0) (x := succ (x))J(x = y) dla / ^ n 

Stąd i z definicji semantyki programów mamy 

N, v 1= (x := 0) (while x ^ 3; do x := succ (x) od true) 

Ponieważ v jest dowolnym wartościowaniem, więc formuła Ar3 jest praw-

K* 



dziwa w N. Oczywiście N l = A r l , bo nie istnieje liczba naturalna, której 
następnikiem byłoby 0. Ponadto N |= Ar2, bo następnik succ w zbiorze liczb 
naturalnych jest funkcją różnowartościową. Ostatecznie N jest modelem 
zbioru formuł Ar. • 

Jeżeli teoria T jest oparta na pewnym języku z równością L, to będziemy 
zakładać, że zbiór aksjomatów tej teorii zawiera następujące aksjomaty 
równości (por. przykład 2.19): 

(Vx) x = x 
(Vx,y)(x = y^>y = x) 
(Vx, y, z) (x = y A y = z => x = z) 
(Vx, y) (x = y A ofc (ę (x)) A ok (ę (y)) ^ę(x) = ę (y)) dla ęe<P 
(Vx,y)(x = y=>e(x) = g(y)) dla geP 

i pamiętając o tym nie będziemy ich za każdym razem wymieniać. 
Zbiór przedstawionych tu aksjomatów może mieć różne modele. Jednym 
z nich, ale nie jedynym, jest struktura, w której predykat = jest inter-
pretowany jako identyczność. Modele teorii z równością, w których równość 
jest interpretowana jako identyczność, nazywamy modelami właściwymi dla 
pojęcia równości. 

TWIERDZENIE 4 .5 

Niech teoria T zawiera wśród aksjomatów zbiór aksjomatów równości Axeq 
(użyjemy tu symbolu eq zamiast =), charakteryzujący pewien predykat 
dwuargumentowy eq (por. p. 2.4). 
Jeżeli teoria z równością ma model, to ma model właściwy dla pojęcia 
równości. 

DOWÓD 

Zgodnie z rozważaniami przeprowadzonymi w rozdz. 2 predykat eq wy-
znacza w A relację kongruencji (por. definicję 2.11). 
Możemy zatem mówić o strukturze ilorazowej. Niech [a] oznacza klasę 
abstrakcji relacji w wyznaczoną przez element a. 
Niech dla dowolnego wartościowania v w strukturze A, [u] oznacza wartoś-
ciowanie w strukturze A / « takie, że 

[u] (x) = [u (x)] dla dowolnej zmiennej indywiduowej x 
M (i) = v ii) dla dowolnej zmiennej zdaniowej q 

Łatwo zauważyć, że dla dowolnego termu z i dowolnej formuły otwartej 
y zachodzą następujące równości: 



•yAi^) = 7 A / « ( M ) 

Przez indukcję ze względu na stopień komplikacji programu M i formuły 
a można pokazać (dokładny dowód pomijamy), że MA(I;) jest określone 
wtedy i tylko wtedy, gdy MA/A! ([t;]) jest określone oraz dla dowolnego 
wartościowania v takiego, że MA(u) jest określone 

[ M » ] = M A / S ( [» ] ) 
A, v N ot wtw A/ « , [u] 1= a. 

Rozważmy dowolne wartościowanie v* w strukturze danych A/x oraz 
dowolną formułę ¡3 będącą aksjomatem specyficznym teorii T. Wtedy, na 
mocy powyższej równoważności, dla wartościowania v' takiego, że 
t/(x)eu*(x) dla dowolnej zmiennej indywiduowej x oraz v'(q) = v*(q) dla 
dowolnej zmiennej zdaniowej q mamy 

A,v'\=p wtw 

Ponieważ A jest modelem formuły f3, zatem dla dowolnego wartościowania 
v*, A/&,v* t= [3. Wynika stąd, że A/ % jest modelem teorii T. Predykat eg jest 
w tym modelu interpretowany jako identyczność, ponieważ zachodzą na-
stępujące równoważności: 

(M)> M ) wtw eqK(a,b) wtw a x b wtw [a] = [ft] 

Wykazaliśmy więc, że struktura A / « jest modelem teorii T właściwym dla 
pojęcia równości. • 

DEFINICJA 4.8 

Niech T = <L(TT), 1 - , Aks) będzie teorią algorytmiczną. Każdą formułę ot, 
która ma dowód ze zbioru Aks aksjomatów specyficznych, symbolicznie 
Aks 1- ot, nazywamy twierdzeniem teorii T. • 

Twierdzenie o pełności (por. twierdzenie 4.2) możemy teraz wypowie-
dzieć nieco inaczej, stosując przyjęte definicje. 

TWIERDZENIE 4.6 

Następujące warunki są równoważne: 
(1) formuła ot jest twierdzeniem teorii T; 
(2) formuła a jest prawdziwa we wszystkich modelach teorii T. • 

Każda teoria charakteryzuje klasę struktur wyznaczoną przez aksjo-
maty specyficzne, mianowicie klasę wszystkich modeli zbioru aksjomatów 



specyficznych. Jest jednak jeden przypadek, gdy teoria nie wyznacza żadnej 
specjalnej klasy obiektów. Teorię taką nazywamy sprzeczną. 

DEFINICJA 4 .9 

Powiemy, że teoria T jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje 
formuła a. w języku tej teorii taka, że równocześnie a i —1 a są jej twier-
dzeniami. W przeciwnym razie teorię nazywamy sprzeczną. • 

Teoria, w której można udowodnić jednocześnie formułę i jej negację nie 
jest interesującym przedmiotem badań, gdyż można w niej udowodnić 
wszystko (rys. 4.4). 

(ORA- ioO=>j3{Ax10} C ( « A —!OR) =>^3) =>(OT =>(-1 OT =>JI)) {Ax8} 

RYS. 4 . 4 

Z przyjętej definicji wynika, że jeżeli teoria jest niesprzeczna, to istnieje 
formuła, która nie jest jej twierdzeniem. Odwrotnie, jeżeli chociaż jedna 
formuła w języku teorii nie jest twierdzeniem teorii, to teoria ta jest 
niesprzeczna. Podsumowując te rozważania dochodzimy do prostego spo-
strzeżenia: teoria jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuła, 
która nie jest jej twierdzeniem. 

Wprost z definicji 4.9 wynika również, że jeżeli teoria jest sprzeczna, to 
nie ma modelu. Czy jest też odwrotnie? 

Jeżeli teoria T ze zbiorem aksjomatów specyficznych Aks nie ma 
modelu, to dla dowolnej formuły a, Aks N a. Zatem na mocy twierdzenia 
o pełności Aks h- a dla dowolnej formuły a, czyli teoria T jest sprzeczna. 
W ten sposób otrzymaliśmy bardzo ważną charakteryzację teorii niesprzecz-
nych — zwaną twierdzeniem o istnieniu modelu. 

TWIERDZENIE 4.7 



11 WACiA 

I wicrdzenie o istnieniu modelu uzyskaliśmy w sposób elementarny z twier-
dzenia o pełności, nie mówiąc w istocie jak taki model dla niesprzecznej teorii 
/budować. Najczęściej jednak sytuacja wygląda inaczej. Najpierw dowodzi 
»IV twierdzenia o istnieniu modelu, wskazując jak można otrzymać model 
(często dowód nie jest konstruktywny), a potem za jego pomocą dowodzi się 
twierdzenia o pełności dla niesprzecznej teorii. Głębsze rozważania na ten 
lemat przekraczają ramy tej książki. Zainteresowanych czytelników od-
»ylumy do pracy [45], • 

T W I E R D Z E N I E 4 . 8 

Dlii dowolnych struktur danych A, B i dla dowolnego zbioru formuł Z, jeżeli 
\ jest izomorficzne z B, to A1= Z wtedy i tylko wtedy, gdy B l= Z. 

DOWÓD 

Niech h będzie izomorfizmem odwzorowującym strukturę A na B. Dowód 
twierdzenia przebiega w dwóch etapach, w których dowiedziemy przez 
Indukcję, że dla dowolnego programu M, dowolnej formuły a i dowolnego 
wartościowania v w A, veDom(MA) wtw (h ° v) e Dom (MB) oraz 

/ i ( M » ) = MB(fi°p) dla veDom( MA) (4.5) 

A, u h a wtw B, h ° v h a (4.6) 

Niech v będzie ustalonym wartościowaniem w strukturze A. Rozważmy 
program postaci (x:= i). Na mocy twierdzenia 2.1 

v e Dom (Ta) wtw h°ve Dom (Tb) oraz h (Ta(V)) = Tb(/I 0 v) 

Zatem dla veDom( Ta) i v1 = (x := T ) A ( F ) , v2 = (x := T ) B (h° v) mamy 
h°v, = v2, co dowodzi własności (4.5) w przypadku instrukcji przypisania. 

Niech M będzie instrukcją warunkową postaci 

if y then M j else M 2 fi 

i załóżmy, że własność (4.5) jest udowodniona dla programów i M 2 . 
Na mocy twierdzenia 2.1 

A, v h (y A ok (y)) wtw B, h ° v h (y A ok (y)) 

a na mocy założenia indukcyjnego dla i = 1, 2 

i;eDom(M jA) wtw (h°v)e Dom (MiB) i 

h(MiA(v)) = Mm(hov) dla v e Dom (M (A) 



specyficznych. Jest jednak jeden przypadek, gdy teoria nie wyznacza żadnej 
specjalnej klasy obiektów. Teorię taką nazywamy sprzeczną. 

DEFINICJA 4 . 9 

Powiemy, że teoria T jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje 
formuła oc w języku tej teorii taka, że równocześnie a i -1 a są jej twier-
dzeniami. W przeciwnym razie teorię nazywamy sprzeczną. • 

Teoria, w której można udowodnić jednocześnie formułę i jej negację nie 
jest interesującym przedmiotem badań, gdyż można w niej udowodnić 
wszystko (rys. 4.4). 

(«A—ia)=>Y3{Ax10} ( («A— i a ) =>_/!)=>(a =>(-ia=>J3)) {Ax8} 

RYS. 4.4 

Z przyjętej definicji wynika, że jeżeli teoria jest niesprzeczna, to istnieje 
formuła, która nie jest jej twierdzeniem. Odwrotnie, jeżeli chociaż jedna 
formuła w języku teorii nie jest twierdzeniem teorii, to teoria ta jest 
niesprzeczna. Podsumowując te rozważania dochodzimy do prostego spo-
strzeżenia: teoria jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuła, 
która nie jest jej twierdzeniem. 

Wprost z definicji 4.9 wynika również, że jeżeli teoria jest sprzeczna, to 
nie ma modelu. Czy jest też odwrotnie? 

Jeżeli teoria T ze zbiorem aksjomatów specyficznych Aks nie ma 
modelu, to dla dowolnej formuły a, Aks l= oc. Zatem na mocy twierdzenia 
o pełności Aks b- a dla dowolnej formuły oc, czyli teoria T jest sprzeczna. 
W ten sposób otrzymaliśmy bardzo ważną charakteryzację teorii niesprzecz-
nych — zwaną twierdzeniem o istnieniu modelu. 

T W I E R D Z E N I E 4 . 7 



U W A G A 

Twierdzenie o istnieniu modelu uzyskaliśmy w sposób elementarny z twier-
dzenia o pełności, nie mówiąc w istocie jak taki model dla niesprzecznej teorii 
/.budować. Najczęściej jednak sytuacja wygląda inaczej. Najpierw dowodzi 
Nię twierdzenia o istnieniu modelu, wskazując jak można otrzymać model 
(często dowód nie jest konstruktywny), a potem za jego pomocą dowodzi się 
twierdzenia o pełności dla niesprzecznej teorii. Głębsze rozważania na ten 
lemat przekraczają ramy tej książki. Zainteresowanych czytelników od-
syłamy do pracy [45], • 

T W I E R D Z E N I E 4 . 8 

I )la dowolnych struktur danych A, B i dla dowolnego zbioru formuł Z, jeżeli 
\ jest izomorficzne z B, to A l= Z wtedy i tylko wtedy, gdy B |= Z. 

Niech h będzie izomorfizmem odwzorowującym strukturę A na B. Dowód 
twierdzenia przebiega w dwóch etapach, w których dowiedziemy przez 
indukcję, że dla dowolnego programu M, dowolnej formuły ot i dowolnego 
wartościowania u w A, veDom(MA) wtw (h ° i>) e Dom (MB) oraz 

Niech v będzie ustalonym wartościowaniem w strukturze A. Rozważmy 
program postaci (x := z). Na mocy twierdzenia 2.1 

v e Dom (Ta) wtw h°ve Dom (Tb) oraz h (Ta(U)) = z B(h ° v) 

Zatem dla veDom{ Ta) i vl = (x:= I ) A ( R ) , v2 = (x := T)b (h ° v) mamy 
h"V, = v2, co dowodzi własności (4.5) w przypadku instrukcji przypisania. 

Niech M będzie instrukcją warunkową postaci 

if y then M j else M 2 fi 

i załóżmy, że własność (4.5) jest udowodniona dla programów M t i M2 . 
Na mocy twierdzenia 2.1 

A, v 1= (y A ok (Y)) wtw B, h ° v 1= (Y A ok (Y)) 

a na mocy założenia indukcyjnego dla i = 1, 2 

veDom(MiA) wtw (hov)eDom( MiB) i 
h (MiA(u)) = MiB(^ O „) dla v6 Dom (MiA) 

D O W Ó D 

/ J (M A ( I ; ) ) = MB(h°v) dla veDom(MA) 

A, v \= (x wtw B, h o v t= a 

(4.5) 

(4.6) 



Łącząc przedstawione fakty otrzymamy własność (4.5) dla programu if y then 
M ł else M 2 fi. 

Analogicznie przebiega dowód dla programu złożonego postaci begin 
MŁ ; M 2 end. Rozważmy program iteracyjny postaci 

while y do K od 

i załóżmy, że własność (4.5) jest prawdziwa dla programu K. Stąd i z poprzed-
nich rozważań, własność (4.5) zachodzi dla wszystkich programów postaci 
K', gdzie i e N. 

Jeżeli ve Dom (while y do K odA), to istnieje takie j, że while y do 
K odA(t>) = v' — KJ(t') oraz A, v' N ( y A ok (y)), a na mocy założenia induk-
cyjnego (h°v)eDom{KJ

B) i h (K^(U)) = KJ
B(h°v). Z twierdzenia 2.1 B, h Q v' N 

1= ( - i y A ok(y)). W konsekwencji 

h ° v e Dom (while y do K odB) 
oraz 

h (while y do K odA(u)) = while y do K odB(h ° v) 

Z tych rozważań wynika, że własność (4.5) jest prawdziwa dla dowolnych 
programów. 

Rozważmy teraz formuły. Własność (4.6) udowodniliśmy wcześniej dla 
formuł klasycznych (por. twierdzenie 2.1). Rozważmy formułę postaci Ma, 
gdzie M jest programem, a a dowolną formułą, dla której zachodzi własność 
(4.6). Na mocy definicji semantyki i założenia indukcyjnego mamy 

A, v (= Ma wtw A, MA(t>) l= a wtw B, Mb(i;) 1= a wtw B, h ° v \= Ma, 
A , c i = l j M a wtw ( B i j A ^ N M ^ wtw (3 i) A, M ^ r ) 1= a 

wtw (3 i) B, Mjg(i;) 1= a wtw B, h°v\= I j M a 

We wszystkich pozostałych przypadkach dowód własności (4.6) przebiega 
analogicznie. 

Niech A będzie modelem zbioru formuł Z. Zatem każda formuła a jest 
prawdziwa w A. Weźmy dowolne wartościowanie v w B. Ponieważ h jest 
odwzorowaniem na zbiór B, zatem istnieje takie wartościowanie v' w A, że 
h°v' = v. Z założenia A, v' \= a, więc na mocy własności (4.6) B, h ° v' \= a 
i w konsekwencji B, v l= a. Stąd B jest modelem formuły a. • 

Z twierdzenia 4.8 wynika, że jeżeli teoria ma chociaż jeden model, to ma 
ich nieskończenie wiele, bo każda struktura izomorficzna z modelem jest też 
modelem tej teorii. Jeżeli teoria nie ma żadnych innych modeli, to powiemy, 
że charakteryzuje pewną strukturę z dokładnością do izomorfizmu. 

DEFINICJA 4 .10 

Teorię nazywamy kategoryczną, jeżeli jest niesprzeczna i jej dowolne dwa 
modele są izomorficzne. • 



1 ' W I B K D Z E N I E 4 . 9 

Algorytmiczna arytmetyka liczb naturalnych (por. przykład 4.12) jest teorią 
li alegoryczną. 

I )l IWÓI) 

Pokażemy, że każdy model teorii T = <L(n), 1-, Ar) jest izomorficzny 
i modelem standardowym N = <JV, s, 0; = ). 

Niech A = (A, / cons, = ) będzie modelem zbioru aksjomatów Ar, 
gdzie/ jest interpretacją funktora s, a cons jest stałą odpowiadającą zeru. 
Zauważmy, że wobec prawdziwości aksjomatu Ar2 w strukturze A, / jest 
funkcją całkowitą. Niech h będzie funkcją taką, że 

At (0) = cons 
h(s(n))=f(h(n)) 

funkcja h jest więc określona na zbiorze liczb naturalnych, a jej wartościami 
ni| elementy z A. 

(1) Czy /i jest funkcją różnowartościową? 

Niech n będzie dowolną liczbą naturalną różną od zera i niech m = 0, 
wledy n = s (n — 1) oraz h(n) = / (h (n — 1)) i h (m) = cons. Na mocy aksjomatu 
Ar 1 cons nie jest wartością funkc j i / Zatem f(h(n — l)) # cons i /i(n) # /i(0). 

Niech n, m będą ustalonymi liczbami naturalnymi takimi, że n ^ m. 
Załóżmy, że dla dowolnych i, j takich, że i < n i j < m, jeżeli i j, to 
h(i) h(j) (założenie indukcyjne). 

Rozważmy parę (n,m). Mamy n = s(n— 1) i m = s(m — 1). Oczywiście 
(n — 1) ^ (m—l). Z założenia indukcyjnego, h(m — 1) ^ h(n— 1) oraz z defini-
cji funkcji h, h(m) =f(h(m— 1)) i h(n) =f(h(n— 1)). Na mocy założenia 
A f- Ar2, więc/jest funkcją różnowartościową. W konsekwencji h(n) # h(m). 
Na mocy zasady indukcji matematycznej dla dowolnych n # m mamy 
h(n) # h(m). 

(2) Czy h jest odwzorowaniem na zbiór A? 
Rozważmy dowolny element aeA. Jeżeli a = cons, to na mocy definicji, 

u jest wartością funkcji h. Jeżeli a ^ cons, to na mocy aksjomatu Ar3 dla 
wartościowania v takiego, że v (y) = a, program 

begin x := 0; while x # y do x := succ (x) od end 

nie zapętla się przy wartościowaniu v w A. Wynika stąd, że istnieje liczba 
naturalna i > 0 taka, że a = v (y) = f'(cons). Z definicji funkcji h 

f\cons) = h (s'(0)) = h( i) 

a więc a jest wartością funkcji h dla argumentu i. 



4/122 

Zatem h jest funkcją różnowartościową odwzorowującą N na A i taką, 
że h(s(n)) =f (h(n)) dla dowolnego neN, a więc h ustala izomorfizm 
struktury A i standardowego modelu teorii T. 

• 

Przykład dowodu 4.5 
W tym punkcie przedstawimy przykład dowodu poprawności pewnego 
programu w arytmetyce liczb rzeczywistych R. W dowodzie tym wyeksponu-
jemy fragmenty rozumowania, w których stosuje się prawa logiki algoryt-
micznej. Pokażemy mianowicie, że program BP (ang. binary power) [7], jest 
poprawnym rozwiązaniem zadania „podnieść liczbę x do potęgi naturalnej n" 
w strukturze liczb rzeczywistych. 

BP: {obliczyć x"} 
begin 

z := x; 
y . = 1; 
m := n; {zm * y = x"} 
while m # 0 
do {zm * y = x"} 

if odd (m) {tzn. gdy m nieparzyste} 
then 

y := y * z 
fi; 
m := mdiv 2; 
z := z * z; {zm * y = x"} 

od 
end {zm * y = x" A m = 0} 

Dowód składa się z trzech części: 
(1) najpierw udowodnimy, że instrukcja iterowana 

M = begin 
if odd (m) then y := y * z fi; 
m := mdiv2; z:= z*z. 

end 

jest częściowo poprawna, niezmiennicza względem warunku 

5^{zm*y = x") 

(2) następnie wykażemy, że program BP zatrzymuje się, jeśli u jest liczbą 
naturalną; 

(3) a na koniec posłużymy się regułą 



4.5/123 

(S => Mc>) 

(6 A while a do M od true) => while oc do M od (~i oc A ¿) 

(por. przykład 4.5), aby wyciągnąć ostateczny wniosek, że 

R(= BP(y = x") 
Ad (1) 
/«uzniemy od udowodnienia przesłanki powyższej reguły. Mamy udowodnić 
WlNlępującą implikację 

(2m * y = xn) => M (zm * y = xn) 

I II formuła jest, na mocy aksjomatu Axl9, równoważna formule 

(z"'*y = x")=>ifodd(m) then y:= y*zfi((m:= md iv 2) ((z'— z*z)(zm*y = x"))) 

|)wukrotnie stosując aksjomat Axl8 otrzymujemy równoważne formuły, 
najpierw 

(zm * y = x") => if odd (m) then y := y * z fi ((m := mdw 2) ((z * z)m * y = x")) 

(i potem 

(zm*y = X") => if odd (m) then y := y * z fi ((z * z)mdivl * y = xn) 

f kolei, po zastosowaniu aksjomatu Ax20 widzimy, że ostatnia formuła jest 
równoważna formule 

(zm*y = xn) => (odd (m) A (y=y*z) ((z * z)mdiv2 *y = xn)v^ odd (w) A 
A ((Z * z)mdiv2 *y = x")) 

(Pomijamy wyrażenie ok (odd (m)) ponieważ jest ono równoważne true). 
Jeszcze raz stosujemy aksjomat Axl8 i przekształcamy tę formułę do rów-
noważnej postaci 

(zm * y = x") (odd (m) A ((Z * z)mdiv2 * y * z = x") v odd (m) A 
A ((z * z)mdiv2 * y = x")). 

Teraz odwołujemy się do znanych nam własności działań mnożenia, potęgo-
wania, dzielenia całkowitoliczbowego div oraz do znaczenia predykatu odd 
(jest on spełniony przez te i tylko te liczby całkowite, które są nieparzyste) 

(odd (m) => 2 * mdiv 2 = m) 
(odd (m) => 2 * mdiv2 + 1 = m) 

Z faktów tych, znanych nam z algebry szkolnej wynika, że oba człony 
alternatywy w następniku implikacji są równoważne jej poprzednikowi. 
Otrzymaliśmy więc zdanie, które jest prawem rachunku zdań 

(zm * y = x") => (zm * y = x") 



Udowodniliśmy tym samym prawdziwość formuły (<5 => Md). 

Ad (2) 
Przez indukcję ze względu na ieN pokażemy, że dla m naturalnych 

if mdiv2 ^ 0 then m := mdiv2 fi' mdiv2 = 0 => 
=> if m ^ 0 then m := mdi'i;2 f i ' + 1 m = 0 (4.7) 

0 < m < 2 ' = > i f m ^ 0 then m := mdivl fii + 1 m = 0 (4.8) 

Ponieważ następujące zdania 

mdiv 2 / 0 = > n i j i 0 
mdiv2 = 0 => (m = 0 v (m # 0 A (m := mdiu 2) m = 0))  
m < 2' + 1 =>mdiv2 < 2 

są prawdziwe w strukturze liczb rzeczywistych, zatem na mocy praw 
rachunku zdań i aksjomatu Ax20 mamy dla i = 0 

0 < m < l = > i f m ^ 0 then m := mdiv 2 fi m = 0 
oraz 

mdiv2 = 0 => if m / 0 then m := mdivl fi m = 0 

Oznacza to, że obie własności (4.7) i (4.8) są w tym przypadku prawdziwe. 
Załóżmy prawdziwość własności (4.7), (4.8) dla i = k. 

Wykażemy ich słuszność dla i = k+1. Na mocy aksjomatu Ax20 

if mdiv2 ^ 0 then m := mdiv2 fife + 1 mdiv2 = 0 => 
=> ((mdiv2 jz 0 A (m := mdiv2) (if mdit;2 # 0 then w := mdif 2 G)kmdiv2 = 0) 
v (mdiv2 = 0 A (if mdiv 2 0 then m := mdiv 2 f\fmdiv2 = 0)) 

Stąd na mocy założenia indukcyjnego, własności operacji div i reguły 
odrywania 

(if mdiv2 T̂  0 then m := mdiv2 fi)fc+1 mdivl = 0 =>  
^ ( M / 0 A ( M : = mdiv2)(Kk + 1m = 0 ) v M = 0 A Kk + xm = 0 ) 

gdzie K oznacza program if m # 0 then m := mdiv 2 fi 
Stosując jeszcze raz aksjomat Ax20 otrzymujemy 

if mdiv2 # 0 then m := mdiv2 fik+1mdiv2 = 0 => (Kk + 2m = 0) 

W ten sposób zakończyliśmy dowód indukcyjny własności (4.7). Dla dowodu 
własności (4.8) zauważmy, że 

0 ^ m < 2k+1 =>0 < mdivl < 2k 

Na mocy założenia indukcyjnego 

mdiv2 < 2k => if mdivl ^ 0 then m := mdiv2 fi11 + 1 mdiv2 = 0 



f własności (4.7) oraz praw rachunku zdań mamy 

0 < m < 2k+1 =>if m =£ 0 then m:= mdiv2 fik+2m = 0 

Wynika stąd, na mocy zasady indukcji matematycznej, że własność (4.8) 
fin hodzi dla dowolnej liczby naturalnej i. 

Wobec aksjomatu Ax21 (por. wzór (4.3)) oraz faktu, że w zbiorze liczb 
fiMT/ywistych (Vm) (3i) m < 2\ otrzymujemy ostatecznie prawdziwość for-
muły 

while m 0 do m := mdiv2 od true 

Ponieważ zarówno program if odd (m) then y:— y * z fi jak i instrukcja przy-
plMiiiu z:= z * z nie zmieniają wartości zmiennej w, zatem stosując regułę 
pomocniczą (4.4) (por. przykład 4.10) wykażemy również prawdziwość 
piimuly 

while m ^ 0 do M od true 

A.l (3) 

f leguły niezmiennika (por. przykład 4.5) dla a = m # 0 

A while a do M od true) => while a. do M od (—1 A A Ć)) 

ulem dla K = begin z := x; y:= 1; m:= n end 

K ((zm * y = x") A while A do M od true) => BP (y = x") 

|o»n|ąc aksjomat Axl8 otrzymamy w poprzedniku implikacji 
(x" = x") A K (while A do M od true) 

M mocy udowodnionej już części (2) formuła ta jest prawdziwa. Po za-
jmowaniu reguły odrywania R1 udowodnimy ostatecznie prawdziwość 
Hiiuly 

I) P (y = x") 

dl ni k turze liczb rzeczywistych. • 

^ksjomatyczna definicja semantyki 4.6 
w |odnym z poprzednich punktów pokazaliśmy jak ścisły jest związek 
•Mlzy przyjętą semantyką a formalnym systemem logiki algorytmicznej. 
jMieenie zbadamy ten związek nieco głębiej. 

Jeśli przyjrzymy się dokładniej aksjomatom logiki algorytmicznej, to 
jfliiważymy, że zasady semantyczne obliczania wartości formuły, czy zasady 
•ykonywania obliczeń programu, mają swoje odpowiedniki w schematach 
nhjomatów. Pytanie, jakie sobie postawimy w tym punkcie, jest następujące: 



LOGIKA ALGORYTMICZNA 

W jakim stopniu aksjomatyzacja wyznacza sposób rozumienia programów, 
sposób ich wykonywania? Czy system formalny logiki algorytmicznej może 
być traktowany jako ścisła definicja semantyki deterministycznych while-
programów? 

Na semantykę języka algorytmicznego składają się trzy podstawowe 
elementy: interpretacja symboli funkcyjnych i relacyjnych, występujących 
w wyrażeniach poprawnych języka, interpretacja operatorów programo-
twórczych i interpretacja operatorów logicznych. W związku z tym przyjmij-
my następującą definicję. 

DEFINICJA 4 . 1 1 

Strukturą semantyczną dla języka algorytmicznego L będziemy nazywać 
trójkę <A, 1,1= ), gdzie A jest strukturą danych, I — funkcją, która każdemu 
programowi przyporządkowuje dwuczłonową relację w zbiorze wszystkich 
wartościowań w A, a N jest relacją spełniania. • 

W dalszym ciągu ograniczymy nasze rozważania do klasy struktur 
semantycznych <A, I, N> dla języka L = z równością spełniających na-
stępujące warunki (założenia): 

(1) struktura danych jest ekspresywna, tzn. dla każdego elementu 
a struktury istnieje term xa w języku L, którego wartością jest a, niezależnie 
od przyjętego wartościowania; 

(2) interpretacja termów i formuł klasycznych jest klasyczna, tzn. 
zgodna z definicją podaną w p. 2.4; 

(3) relacja spełniana ma dodatkowo następującą własność: dla dowol-
nego wartościowania v 

A , f t = M a wtw (3i/) (v, v') e I (M) oraz A,v'\=a 

Zauważmy, że w porównaniu z semantyką opisaną w rozdz. 3, nie zakładamy 
żadnego konkretnego sposobu wykonywania obliczeń programu, żadnej 
ustalonej interpretacji dla występujących w języku konstrukcji programo-
twórczych. Przyjmujemy jedynie, że każdy program będzie wyznaczał relację 
binarną w zbiorze stanów pamięci, tzn. w zbiorze wartościowań. 

Niech <A, 1,1=) będzie strukturą semantyczną spełniającą warunki (1), 
(2), (3) (w dalszej części tego punktu będziemy je zawsze milcząco przyj-
mować). Wówczas jest spełniona następująca własność separowalności (od-
różnialności). 

LEMAT 4.5 

Dla dowolnych wartościowań v, v' w strukturze A, 



i> / v' wtw istnieje formuła a taka, że A, v N a. i A, v' 1= ~ia 

I IfIWÓD 

Niech v, v' będą dwoma różnymi wartościowaniami w strukturze A i v ^ v'. 
¡linieje zatem zmienna z taka, że v (z) / v'(z). Jeżeli z jest zmienną zdaniową q, 
• przyjmując a = q, gdy v(q) — 1 lub a = —tq, gdy v(q) = 0 otrzymamy 
A,i'h a i A,u't= ~ia. Jeżeli z jest zmienną indywiduową x oraz = a, 
(ii juko a przyjmijmy formułę (ra = x). Wtedy 

A, v N (ra = x) i non A, u' l= (tfl = x). 

Odwrotnie, jeżeli v = D', tzn. dla dowolnej zmiennej z, U (z) = V'(z). Wtedy 
IW/ywiście dla dowolnej formuły a 

A, u l=a wtw A, i / N a • 

lj|i|1NICJA 4.12 
liiilkIlirę semantyczną <A, I, N ) nazwiemy standardową wtedy i tylko 
iflrtly, gdy spełnione są następujące równości: 

I (x := w) = {(u, v'):v'(x) = wA(v), v'(z) = v (z) dla z # x] 
I (begin K; M end) = I (K) ° I (M) 
I (if y then K else M fi) = I (K) o idA(y) u I (M) o idA( - i y) 
I (while y do K od) = [ j I (if y then K fi); ° idA( i y) 

Ilu dowolnych K, M e TC, y E F 0 , xeV, idA(y) — {(T>, v): A, v N (y A ok (Y))} H 

IfMAl 4.6 
n^rli <A, I, N ) jest standardową strukturą semantyczną, to dla każdego 
« igran iu M i dowolnych wartościowań v, v' w A 

(i\!>') e l ( M ) wtw (o, i / )eMA 

piiwód wynika z przyjętej definicji oraz z rozważań przeprowadzonych 
• Uiaidz. 3 (por. p. 3.2). • 

P u n k JA 4.13 

•llilkliira semantyczna < A , I , N ) jest modelem systemu AL(TC) wtedy i tylko 
• i d y , gdy dla dowolnego aksjomatu a, A N a oraz dla dowolnej reguły 
•yulcniii AL(rc), z prawdziwości przesłanek w strukturze danych A, wynika 
jłfHwd/iwość wniosku. • 

Juko wniosek z lematu 4.6 i twierdzenia 4.1 o słuszności aksjomatyzacji 
pMynuijemy następujący fakt. 



TWIERDZENIE 4 . 1 0 

Każda standardowa struktura semantyczna jest modelem dla AL (71). • 

W dalszym ciągu zajmiemy się badaniem jakie własności interpretacji 
I wymuszają poszczególne aksjomaty logiki algorytmicznej. 

LEMAT 4.7 

Jeżeli struktura semantyczna <A, I, t=) jest modelem aksjomatu Axl6: 

M (a A /?) = (Ma A M/?), 

to dla dowolnego programu M, I(M) jest funkcją częściową. 

DOWÓD 

Przypuśćmy, że dla pewnych wartościowań v, v', v" mamy v" # v', 
(»,»") e l ( M ) i (v, v') e I (M). Na mocy lematu 4.5 istnieje formuła a taka, że 
A, v" N a i A, v' t= -1 a. Zatem A, v N Ma oraz A, v t= M -1 a. Na mocy aks-
jomatu Axl6 musi być A, dI= M(aA -ia), co jest niemożliwe. Pokazaliśmy 
więc, że dla każdego v istnieje co najwyżej jedno u' takie, że (v, v') e I (M), tzn. 
że I (M) jest funkcją częściową dla każdego M. • 

LEMAT 4 .8 

Jeżeli struktura semantyczna <A, I, N> jest modelem dla aksjomatu Axl6 
i aksjomatu Axl9: 

begin K; M end a = K(Ma), 

to dla dowolnych programów K i M 

I (begin K; M end) = I(K)oI(M). 

DOWÓD 

Niech (v, v') e I (begin K; M end) i niech A, v' 1= a. Zatem 

A, v' N begin K; M end a 

Na mocy aksjomatu Axl9 mamy A, u' 1= K(Ma). Z definicji struktury se-
mantycznej wynika istnienie wartościowań vlt v2 takich, że (v,u,)e I(K), 
(r1; v2) e I (M) oraz A, v2 l= a. Zgodnie z lematem 4.7 wartościowania vx i v2 są 
wyznaczone jednoznacznie i niezależnie od formuły a. Stąd rozumowanie to 
można powtórzyć dla dowolnej formuły a, dowodząc tym samym, że A, v' 1= a 



Implikuje A,» 2 t=«. Zatem z lematu 4.5 mamy v2 = v' i tym samym 
( I M ; , ) G I ( K ) , ( I ; L S I / ) E I ( M ) . W konsekwencji (», I / ) e I ( K ) ° I ( M ) . 

Inkluzji przeciwnej dowodzi się analogicznie. • 

Lkmat 4.9 

Jeżeli struktura semantyczna <A, I, N > jest modelem dla aksjomatów Axl9, 
Axl6 i aksjomatu Ax20: 

¡f y then else M fi a = (ok (y) A ((—ly A Ka) v (y A Ma))), 

lo dla dowolnych programów K, M i dowolnej formuły otwartej y 

I (if y then K else M fi) = I (K)° idK(y) u I (M)° idA(~iy) 

I )owód pomijamy, ponieważ jest analogiczny do przedstawionych w po-
przednich przypadkach. • 

I.IIMAT 4 . 1 0 

Jeżeli struktura semantyczna <A, 1,1= ) jest modelem dla aksjomatów Axl6, 
Ax 19, Ax20 i aksjomatu Ax21: 

while y do K od a = (ok (y) A ((-i y A a) v (y A K (while y do K od a)))) 

lo dla dowolnej formuły y i dowolnego programu M 

( J I (if y then M fi)' ° idA( - i y) c I (while y do M od) 

DOWÓD 

Przypuśćmy, że (v, v') e (J I (if y then M fI)'°idA(-iy). Zatem istnieje liczba 
imluralna m taka, że 

A, v' f= ( - i y A ok (y)) oraz (v, v') e I (if y then M fi)m 

/«łóżmy teraz, że dla pewnej formuły a, A, v' (= a. Mamy wtedy 
Ai t' N= (if y then M fi)m(a A ~iy A ok (y)). Na mocy aksjomatu Ax21 

A, v 1= while y do M od a 

W konsekwencji istnieje wartościowanie v", wyznaczone (na mocy lematu 
>1 /) jednoznacznie, takie, że 

(u, v") e I (while y do M od) i A, v" (= a 

Ponieważ rozumowanie to możemy powtórzyć dla dowolnej formuły a (przy 
tym samym v"), to na mocy lematu 4.5 v' = v". Stąd ostatecznie mamy 
|(i, t»') e I (while y do M od), co należało pokazać. n 



L E M A T 4 . 1 1 

Jeżeli struktura semantyczna <A, I, N ) jest modelem dla aksjomatów Axl6, 
Axl9, Ax20, Ax21 i reguła R3 jest poprawna w A, to 

I(while y do K od) = (J l ( i f y then K fi)''°idA(-iy) 

D O W Ó D 

Niech (», »') e I (while y do M od) i niech A,»'N oc. Załóżmy, że x1,x2,...,xk 

są wszystkimi zmiennymi indywiduowymi, q1,...,ql wszystkimi zmiennymi 
zdaniowymi występującymi w programie while y do M od i w formule a. 
Co więcej załóżmy, że »(xj) = a} dla j < k + 1 . Niech 0 będzie formułą 
opisującą wartościowanie » dla zmiennych x1,x2,...,xk, q^...^,, tzn. 

P = T A L ) A (X2 = xa2) A ... A (xfc = T J A q\ A ... A q¡ 

gdzie q¡ oznacza q¡, gdy v (q¡) = 1 oraz oznacza qt, gdy v(q¡) = 0. Stąd 
A, v t= fi. Ponieważ A,ut= while y do M od a zatem 

non A t= (while y do M od a => —i jS) 

Na mocy reguły R3 istnieje taka liczba naturalna m, że 

non A N (if y then M fi)M(AA - I y A ok (Y)) =S> -IJS 

Istnieje zatem wartościowanie v" takie, że 

A, v" 1= (if y then M fi)m(a A -i y A ok (7)) i A, v" N 0 

a więc na mocy definicji formuły 0 

A,v\= (if y then M fi)m(a A -1 y A ok (y)) 

Załóżmy, że m jest najmniejszą liczbą naturalną o tej własności. Istnieje więc 
wartościowanie v'" takie, że 

(;v, v"') e I (if y then M fi)m i A, v"' N (a A 1 y A ok (y)) 

Rozważmy teraz dowolną formułę a', dla której A, v' N a'. Pokażemy, że 
A, »"'N (a'A -iy A ok (y)). Naśladując prezentowane poprzednio postępowa-
nie otrzymamy 

A, v N (if y then M fi)J(a' A -1 y A ok (y)) 

dla pewnej liczby naturalnej j. Na mocy założenia o m i aksjomatu Ax20 musi 
być m^j.W konsekwencji A, v N (if y then M fi)m (a' A -I y A ok (y)). Na mocy 
lematu 4.7 i definicji wartościowania »"' mamy 

A, »"'N (a 'A 1 y A ok (y)) 
• • • - • - ••—1 1« i Uill rlnwiliwil llie 



ł»'" In kie, że (v, v"') e I (if y then M fi)m i dla dowolnej formuły a', jeśli A, v' 1= a', 
|ti A, O'" L= (a' A -I y A ok (Y)). Na mocy lematu 4.5 v"' = v' z czego natychmiast 
wynika 

(i>, v') e I (if 7 then M fi)m o idA( ~i y). • 

I HMAT 4 . 1 2 

llżoli struktura <A, 1,1=) jest modelem dla aksjomatu Axl8: 

(2 := w) y (z) = (y (z/w) A ok (w)), 

|o dla dowolnej zmiennej z i dowolnego wyrażenia w (termu lub formuły 
(łlwartej w zależności od typu zmiennej z) 

I (z := w) = {(v, v'): wx(v) jest zdefiniowane oraz v'(z) = wA(u), v'(u) = v (u) 
dla u ^ z} 

i))i (WÓD 

ważmy przypadek, gdy z jest zmienną indywiduową x, a w jest termem t. 
¡Niech (v, v') e I (x := T) i niech v'(x) = a oraz v'(y) = b dla pewnej zmiennej 
t Indywidualnej y i= x. Na mocy założenia (1) istnieją termy xa i xb bez 
willcnnych wolnych takie, że 

A, v' 1= (x = t J a (y = xb) 

/ u l e m 

A, v N (x := T) ((X = XA) A (y = I B ) ) 

[Korzystając z aksjomatu Axl8 otrzymujemy 

A, v N ((T = T J A (y = zb) A ok (i)) 

p tui mocy ustaleń o strukturze semantycznej oznacza, że xA(v) jest określone 
•fA(t>) = xaA(v) = a = v'(x) oraz v(y) = -cbA(v) = b = v'(y). Powtarzając to'ro-
lumowanie dla dowolnej zmiennej z x udowodnimy inkluzję c . 
I Dla dowodu inkluzji przeciwnej niech zA(v) będzie określone oraz 

<) = a = rA(v) i v'(y) = v (y) = b. Na mocy założeń o strukturze semantycz-
istnieją termy xa i xb definiujące w języku L stałe a i b. Zatem 

A, v' N ((x = xa) A (y = xb) A ok (x)) 

Przyjmijmy jako y w aksjomacie Axl8 formułę (x = T jA(y = xb). Wtedy 
ituiiny A, v\= (X:= T)((X = T(1) A (Y = TB)). Stąd na mocy definicji spełniania 
W strukturze semantycznej istnieje v" takie, że 

(o, t/') e I (x := t) oraz A, v" H ((x »= x„) A (y = Th)) 



v"(a) = za i v"(y) = T„ 

Zgodnie z przyjętymi oznaczeniami mamy więc v"(x) — v'(x) i i;"(y) = i/(y). 
Powtarzając rozumowanie dla dowolnej zmiennej z # x otrzymamy v" = v', 
a zatem (v, v') e I (x := T). Analogiczny dowód dla instrukcji przypisania 
postaci (q := y) pomijamy. • 

UWAGA 

Zauważmy, że tylko lematy 4.11, 4.12 wykorzystywały w dowodzie założenie 
(1) o ekspresywności struktury semantycznej. Lematy 4.7-4.10 można 
udowodnić bez tego założenia. • 

Jako wniosek z udowodnionych faktów otrzymujemy zasadnicze twier-
dzenie tego punktu. 

TWIERDZENIE 4 .11 

Każda struktura semantyczna będąca modelem logiki algorytmicznej jest 
strukturą standardową. • 

Wykazaliśmy w ten sposób, że aksjomaty logiki AL(JI) wymuszają 
standardową interpretację konstrukcji programotwórczych. Wobec lematu 
4.6, udowodniliśmy równoważność pojęcia modelu systemu AL(JI) (w kla-
sie modeli spełniających założenie (1)) i struktury standardowej. Tym sa-
mym pokazaliśmy (por. lemat 4.5), że aksjomaty logiki algorytmicznej AL(J I ) 
jednoznacznie wyznaczają semantykę programów należących do klasy 7t-de-
terministycznych programów iteracyjnych. Co więcej, jest to dokładnie ta 
sama semantyka, którą opisano wcześniej w rozdz. 3. 

Czy można zautomatyzować dowodzenie 
twierdzeń? 
To pytanie od lat nurtuje logików i matematyków. Odpowiedź zależy 
oczywiście od tego, z jakim systemem formalnym mamy do czynienia 
i jakiego typu własności chcemy dowodzić. W przypadku klasycznego 
rachunku zdań odpowiedź jest twierdząca. Rachunek zdań jest rozstrzygalny. 
Istnieje algorytm, który o każdej formule zbudowanej jedynie ze zmiennych 
zdaniowych i spójników logicznych, stwierdza po skończonej liczbie kroków, 
czy formuła jest, czy nie jest, twierdzeniem rachunku zdań. 

Najbardziej znaną metodą rozstrzygania dla rachunku zdań jest metoda 
zerojedynkowa polegająca na sprawdzeniu wszystkich możliwych danych. 
Nawet tak prosta metoda jest kosztowna. Co więcej, okazuje się, że koszt 
dowolnej metody rośnie wykładniczo wraz z długością formuły [1]. 



4.7/133 

W przypadku logiki klasycznej pierwszego rzędu odpowiedź na nasze 
fiylUnie jest jeszcze bardziej złożona. Logika pierwszego rzędu nie jest 
ŃlfKl rzygalna. Nie istnieje jednolita metoda rozpoznawania czy dowolna 
(ni mula pierwszego rzędu jest, czy nie jest, twierdzeniem. Wprawdzie dowód 
(p*l w logice klasycznej skończonym ciągiem znaków i w procesie wypisywa-
niu wszystkich dowodów na pewno trafimy na dowód rozważanej formuły, 
jNi«li jest ona rzeczywiście twierdzeniem. Jednak, gdy rozważana formuła nie 
(ul I wierdzeniem, taki proces jest nieskończony. Po żadnej skończonej liczbie 
Wypinanych dowodów nie można być pewnym, że formuła nie ma w ogóle 
(jltwodu formalnego. Ponadto, wypisywanie lub przeglądanie wszystkich 
dowodów twierdzeń, nawet całkowicie automatyczne, jest w praktyce niewy-
Ijtilltilne ze względu na czas potrzebny do realizacji takiego przedsięwzięcia. 

I.ogika algorytmiczna AL (rc) jest również systemem nierozstrzygalnym 
(II | Co więcej, dowód formuły nie musi być skończony; drzewo dowodu 
Itii/c mieć wierzchołki rzędu nieskończonego (por. p. 4.2). 

Zdając sobie sprawę z tych obiektywnych trudności, czy należy zrezyg-
nować z prac zmierzających do konstrukcji systemów automatycznego 
((uwodzenia twierdzeń? Oczywiście nie. Badania w tej dziedzinie mogą 
pi/ynieść ciekawe wyniki teoretyczne, prace eksperymentalne zaś mogą 
Bftyc/.ynić się do powstania programów typu kalkulator dla obliczeń 
lymbolicznych i wnioskowań logicznych. Istnieje wiele interesujących sys-
IPIIIÓW, które wspomagają dowodzenie. Stworzono programy komputerowe, 
Uparte w przeważającej większości na metodzie rezolucji [11] lub metodzie 
Bentzena [20,33], które znalazły zastosowanie w dydaktyce. Eksperymenty 
y lymi programami rokują nadzieję na włączenie ich do systemów wspoma-
|M|i|cych pracę programisty, obok edytorów tekstu, kompilatorów i pro-
lliunów monitorujących obliczenie (ang. debagger) [20, 11]. 

W tym punkcie przedstawimy system formalny GAL oparty na idei 
Dentzena. Proces dowodu w systemie GAL polega na rozkładzie danej 
formuły na podformuły zgodnie z pewnymi prawami rozkładu. Wybór reguły 
Iu/kładu jest jednoznacznie wyznaczony przez postać rozkładanej formuły. 
W len sposób każda formuła wyznacza jednoznacznie i algorytmicznie pewne 
ill/.cwo etykietowane formułami. Gdy wszystkie drogi w tym drzewie są 
ukończone, daje ono albo formalny dowód formuły, albo kontrprzykład. 
Mamy więc do czynienia z uniwersalnym (stosowalnym do każdej formuły) 
tllgorytmem budowy dowodu formuły. Algorytm ten jednak nie zawsze 
kończy swoje obliczenia. 

Niech L(n) będzie językiem algorytmicznym programów iteracyjnych 
(por. p. 3.5) z tym, że dla uproszczenia rozważań pominiemy kwantyfikatory 
(/«równo iteracji, jak i kwantyfikatory klasyczne). Co więcej, będziemy 
lozważać jedynie klasę struktur danych, w której wszystkie funktory są 
Inlerpretowane jako funkcje całkowite. 

W całym podrozdziale będziemy stosować konsekwentnie następujące 



oznaczenia: F, i i będą oznaczać skończone ciągi formuł języka L (JI), zwykle 
r = a1,...,a„, i i = y S Ł , . . . , d l a pewnych n, meN. Wyrażenie postaci r -> i ł 
będziemy nazywać sekwentem. Napis (/\T => \f£l) będzie skrótem dla for-
muły 

A (a2 A ... A aj . . . ) => (jSi v (p2 V... V... v pm)...) 

jeżeli oba ciągi r i i i są niepuste. Jeżeli T jest ciągiem pustym, to / \ r ozna-
cza stałą true, a jeżeli fl jest ciągiem pustym, to \/Sl oznacza stałą false. 
O formule ( / \ T => \ / i i ) będziemy mówili, że odpowiada sekwentowi r i i . 

D E F I N I C J A 4 . 1 4 

Sekwent T -> i i nazywamy nierozkladalnym wtedy i tylko wtedy, gdy każda 
formuła występująca w zbiorze T u i i jest albo zmienną zdaniową, albo 
formułą elementarną. Takie formuły nazywamy nierozkładalnymi. 

Sekwent r -* i i nazwiemy aksjomatem systemu GAL wtedy i tylko 
wtedy, gdy zbiory T i i i nie są rozłączne. • 

System GAL jest wyznaczony przez zbiór aksjomatów i zbiór reguł 
rozkładu RP. Ogólna postać reguł rozkładu jest następująca: 

(4.9) 

Sekwent T -> SI nazywamy wnioskiem lub konkluzją, a sekwenty r ; i l j 
przesłankami reguły rozkładu. 

Reguły rozkładu RR dla systemu GAL 

G R U P A P O P R Z E D N I K A 

rr 1 

rr2 

rr~i 

rr4 

rr6 



4.7/135 

•li) wszystkich przedstawionych schematach T', i i ' oznaczają ciągi formuł 
•j»ro/,kładalnych, T, i i — ciągi dowolnych formuł, s dowolny ciąg instrukcji 
przypisania, s — dowolną instrukcję przypisania, a, dowolne formuły, 
ft dowolną formułę otwartą, a M, M' dowolne programy klasy n. 

U I MA I 4.13 

(In/ważmy dowolną regułę systemu GAL postaci (4.9). Dla dowolnej 
ilrtlktury danych A języka L(TC) i dla dowolnego wartościowania v w A za-
(hntlzi następująca równoważność: 

A,(;N(Ar=*V«) wtw (YieJ)\,v\=(/\rj=>\/sij) u 



Dowód lematu wynika z twierdzenia o słuszności aksjomatyzacji (por. p. 4.2). 
Pamiętajmy jednak o ograniczeniach tego paragrafu: język nie zawiera 
kwantyfikatorów, a w strukturze danych wszystkie operacje są całkowite. 
Wynika stąd w szczególności, że we wszystkich rozważanych tu strukturach 
A i dla dowolnego termu T mamy A N O / C (T). 

D E F I N I C J A 4 . 1 5 

Diagramem formuły a nazywamy parę uporządkowaną (D, d'), gdzie D jest 
drzewem, a d jest odwzorowaniem, które każdemu wierzchołkowi drzewa 
D przyporządkowuje etykietę będącą niepustym sekwentem. Drzewo D i od-
wzorowanie d są zdefiniowane przez indukcję ze względu na poziom l drzewa 
D następująco: 

(1) Jedynym wierzchołkiem poziomu / = 0 jest 0 (korzeń drzewa D) 
a d(0) = -> a. 

(2) Załóżmy, że drzewo D i odwzorowanie d zdefiniowano aż do 
poziomu / < n. Niech w będzie wierzchołkiem na poziomie n. Jeżeli d (w) jest 
sekwentem nierozkładalnym lub aksjomatem wtedy wierzchołek w jest 
liściem drzewa D. W przeciwnym razie załóżmy, że w = (;',,..., in) 
i d (w) = r O i rozważmy dwa przypadki w zależności od tego czy 
rozważany poziom n jest liczbą parzystą, czy nieparzystą. Załóżmy, że 

(T gdy n jest liczbą parzystą 
a = < 

(O gdy n jest liczbą nieparzystą 

Jeżeli o zawiera jedynie formuły nierozkładalne, to jedynym synem (następ-
nikiem) wierzchołka w jest wierzchołek 

wO = (i-!,..., z'„, 0) 

a etykietą tego wierzchołka jest d(w0) = d(w). 
Jeżeli w zawiera chociaż jedną formułę rozkładalną, to d (w) jest wnios-

kiem w pewnej regule rozkładu należącej do zbioru RR. Niech to będzie 
reguła postaci (4.9). Wtedy dla każdego jeJ 

wj = (i1,...,in,j) 

jest wierzchołkiem w drzewie D, dokładniej, jest synem wierzchołka w oraz 
d (wj) jest równe j-tej przesłance rozważanej reguły, tzn. d (wj) = -> Slj. • 

U W A G A 

Diagram formuły budujemy rozkładając na przemian albo formułę z po-
przednika sekwentu, jeśli jest on etykietą wierzchołka na poziomie nieparzys-
tym, albo formułę z następnika sekwentu, jeśli jest on etykietą wierzchołka na 



po/iomie parzystym. Takie postępowanie zapewnia pewnego rodzaju spra-
wiedliwość rozkładu. Ponadto, ponieważ każda reguła wskazuje jednoznacz-
nie Nytuację, w której może być zastosowana, możemy stwierdzić, że diagram 
formuły jest przez nią jednoznacznie wyznaczony. Założenie to jest przydat-
ne, jeśli chcemy tworzyć diagram automatycznie, natomiast nie jest koniecz-
ne i czasami nawet niewygodne, gdy sami budujemy dowód formalny. 

I ' H / . Y K Ł A D 4 . 1 4 

Rysunek 4.5 przedstawia diagram formuły 

(ot => /?) => ((y A OI) => (y A /? ) ) 

Utl/.ie a, /?, y są dowolnymi formułami. 
Rysunek 4.6 przedstawia diagram formuły 

-1 y => (a = while y do M od a) 

|)lu uproszczenia przyjęliśmy następujące oznaczenia: 

WH = while y do M od 
IF = if y then M fi 

A a) 
|)lngram ten ma nieskończoną liczbę dróg, z których każda jest skończona. 
(Jednak nie istnieje wspólne ograniczenie ich długości. • 

|)lngram formuły może być drzewem skończonym lub drzewem nieskoń-
i/onym. Podobnie, jak w przypadku dowodu w systemie Hilberta (por. p. 
4 . 2 ) , diagram może być nieskończony z dwu przyczyn: albo istnieje roz-
flrtlęzienie nieskończone, albo istnieje droga nieskończona. 

RYS. 4 . 5 
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RYS. 4 . 6 
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RYS. 4 . 6 

L L I M A T 4 . 1 4 

Jeżeli diagram formuły a jest drzewem, którego wszystkie drogi są skończone, 
u wszystkie etykiety liści są aksjomatami, to formuła a jest tautologią. 

SZKIC DOWODU 

Zauważmy, że jeżeli r - » i i jest aksjomatem systemu GAL, to formuła od-
powiadająca temu sekwentowi jest prawdziwa w każdej strukturze danych. 
Co więcej, jeżeli wszystkie formuły odpowiadające przesłankom pewnej 
reguły są tautologiami, to na mocy lematu 4.13 formuła odpowiadająca 
wnioskowi tej reguły też jest tautologią. Ponieważ (na mocy założenia) 
wszystkie drogi w rozważanym diagramie są skończone, więc za pomocą 
indukcji wykażemy, że wszystkie formuły odpowiadające etykietom dia-
gramu są tautologiami. W szczególności formuła (true => a), odpowiadająca 
korzeniowi jest tautologią, a co za tym idzie, a jest tautologią. • 



L E M A T 4 . 1 5 

Jeżeli ot jest tautologią i wszystkie drogi w drzewie diagramu formuły ot są 
skończone, to formuły odpowiadające liściom tego drzewa są aksjomatami 
systemu GAL. 

D O W Ó D 

Niech oc będzie tautologią, a (D, d) diagramem formuły ot, którego wszystkie 
drogi są skończone. Przypuśćmy, że dla pewnego wierzchołka końcowego w, 
sekwent d(w) = T -> i i nie jest aksjomatem. Zatem T i i i są rozłączne oraz 
wszystkie formuły występujące w tym sekwencie są nierozkładalne. Na 
podstawie formuł sekwentu F -* i i zbudujemy pewną strukturę danych 
i wskażemy w niej wartościowanie, które nie spełnia formuły oc. 
Niech 

A = <T, {<PA}<pe®,{^A}eei2> 

gdzie T jest zbiorem termów języka L(JI) oraz dla dowolnych termów 
Tlt...,xneT przyjmujemy 

< P A ( T 1 > - > " 0 = P I * ! » • • • > T„) 

Sa( t i > - > 0 = 1 wtw e(T1 , . . . ,T„)er 

Niech v będzie wartościowaniem w A takim, że 

v (x) = x, v (q) = 1 wtw q e T 

dla dowolnej zmiennej indywiduowej x oraz dla dowolnej zmiennej zdanio-
wej q. (Powyższe definicje struktury danych i wartościowania są poprawne 
dzięki założeniu, że zbiory T i i i są rozłączne.) 

Niech cro będzie formułą odpowiadającą sekwentowi r -» i i . Z przyję-
tych definicji wynika natychmiast, że formuła ĆX0 nie jest spełniona przez 
wartościowanie v (wszystkie formuły występujące w poprzedniku sekwentu 
r i i są prawdziwe, a wszystkie formuły występujące w następniku tego 
sekwentu są fałszywe przy wartościowaniu v), 

A, v N —i cr0 

Niech w0,...,w„ będzie drogą w diagramie od wybranego wierzchołka 
końcowego w do korzenia drzewa (tzn. w = w0, w„ = 0 oraz wi jest synem 
wierzchołka w i+1). Niech a 0 , a 1 , . . . , a n będą formułami odpowiadającymi 
etykietom wierzchołków rozważanej drogi, w szczególności a„ = (true => ot). 
Jeżeli dla pewnego i < n, A, v \= i o,, to na mocy lematu 4.13 A, v\=~\ai+1. 
Zasada indukcji matematycznej pozwala nam więc wywnioskować, że 
wszystkie formuły a0, a1,...,(T„ są fałszywe przy wartościowaniu v. Zatem 
A, v N —i oc co przeczy założeniu, że formuła ot jest tautologią. • 



I I MAT 4.16 

ItMilli w diagramie formuły a. istnieje droga nieskończona, to formuła a nie 
jlM tautologią. 

H/KLC D O W O D U 

Nleeh <£>, d) będzie diagramem formuły a. Przypuśćmy, że w (D, d> istnieje 
ilitiga nieskończona. Niech ON i OP oznaczają, odpowiednio, zbiór wszyst-
ka h formuł występujących w następnikach i zbiór wszystkich formuł 
w poprzednikach sekwentów na tej drodze. Zdefiniujemy strukturę 

ytl/.lc T jest zbiorem termów języka L (K) oraz dla dowolnych termów 
111 .ni T„ 6 T 

</>A(*!>•••> " O = 
tfA(T1,...,T„) = 1 WtW e ( T l s . . . , T n)eOP 

Niech v będzie wartościowaniem w A takim, że v (x) = x dla dowolnej 
imiennej indywiduowej x oraz v(q) = 1 wtw qe9P dla dowolnej zmiennej 
Itlwniowej q. Oczywiście zbiory 6P i ON są rozłączne, bo w przeciwnym razie 
IM rozważanej drodze nieskończonej istniałby sekwent będący aksjomatem 
I ilroga byłaby skończona. 

Przez indukcję ze względu na stopień komplikacji formuły, można 
pokazać, że dla dowolnej formuły fi zachodzą następujące własności: 

dla fieON, A,ct= jS dla [SeOP 

Ponieważ aeON zatem 

A, v t= —ia 

u więc formuła a nie jest tautologią. • 

Jako natychmiastowy wniosek z przedstawionych twierdzeń otrzymu-
jmy 

I WII RDZENIE 4.12 

Formuła a jest tautologią wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie drogi w dia-
gramie formuły a są skończone i wszystkie sekwenty końcowe są aks-
jomatami GAL. • 



Algorytmiczne teorie struktur danych 

Od specyfikacji do implementacji 
Potrzeba narzędzi, które umożliwiłyby szybkie wytwarzanie dobrego jakoś-
ciowo oprogramowania, jest niewątpliwa. Wiele osób uważa, że w przyszłości 
będziemy posługiwać się przemysłowymi metodami produkcji oprogramo-
wania. My podzielamy ten pogląd. 

Zacznijmy od przykładu ilustrującego rozwijanie oprogramowania 
w sposób, który umożliwia wymianę i wielokrotne użycie modułów. Nasze 
uwagi ilustrują zasadę faktoryzacji sformułowaną po raz pierwszy przez 
Hoare'a [28], Zauważył on, że — w większości przypadków — tworząc nowy 
system programistyczny mamy za zadanie ułożyć algorytm(y) wykonujący(e) 
operacje, jakich nie dostarcza komputer ani jego (zastane) oprogramowanie. 
Innymi słowy, nasz przyszły program ma być wykonywany w strukturze 
danych innej niż dostarczona nam przez sprzęt i systemowe oprogramowa-
nie, w strukturze danych właściwej dla rozwiązywanego zadania. W 1972 r. 
Hoare zauważył, że w takim przypadku powinniśmy podzielić nasze zadanie 
na dwa podzadania: 

(1) Zdefiniowanie i zrealizowanie odpowiedniej struktury danych; 
(2) zaprojektowanie, analiza i uruchomienie programu abstrakcyjnego. 

Zgodnie z tą radą powinniśmy stworzyć dwa moduły 

Program 
abstrakcyjny 

Moduł 
-implementujący 

Program abstrakcyjny charakteryzuje się tym, że może być łączony 
z różnymi implementacjami pojęć w nim występujących. Co więcej do jego 
wykonania jest niezbędne współdziałanie z modułem implementującym, 
który zawiera definicje użytych w programie abstrakcyjnych operacji. Pro-
gram taki nie bierze też pod uwagę żadnych specyficznych własności 
komputera, na którym ma być wykonywany. Ogniwem, które ma wiązać 
program abstrakcyjny i moduł implementujący, jest moduł 



Mpfcyfikaćja 
M tmktury 
ilnnych 

Zespół tworzący program korzysta z informacji o zadaniu i o własnoś-
i lach struktury danych wymienionych w specyfikacji. Zespół tworzący 
moduł implementujący stosuje specyfikację jako kryterium poprawności 
Implementacji. Czym więc jest specyfikacja? Jest to zbiór aksjomatów 
upecyficznych (pozalogicznych) charakteryzujących strukturę danych. 

Zalety zasady faktoryzacji są wielostronne. Umożliwia ona wykonywa-
nie programu abstrakcyjnego w towarzystwie różnych modułów implemen-
tujących. Zmiana modułu implementującego nie powoduje żadnych zmian 
w programie. Możemy zyskać (bądź stracić) na efektywności obliczeń 
programu w zależności od wybranego modułu implementującego. Inną 
zaletą tej zasady jest możliwość wielokrotnego wykorzystania modułu 
implementującego dla potrzeb różnych programów. 

Praca nad rozwiązaniem problemu programistycznego powinna więc 
mieć trzy etapy: 

(1) sformułowanie specyfikacji (aksjomatyzacji) struktury danych; 
(2) zaprojektowanie programu abstrakcyjnego i jego analiza (w tym 

etapie wykorzystuje się tylko specyfikację); 
(3) implementacja struktury danych i weryfikacja jej poprawności (pole-

ga ona na sprawdzeniu czy są spełnione aksjomaty wymienione w specyfika-
cji)-

Rozważmy bardziej szczegółowo następujący przykład. W nowym 
osiedlu ma powstać oddział banku. Przypuśćmy, że dyrektor banku zleca 
firmie produkującej oprogramowanie, wykonanie symulacji pracy oddziału. 
Chodzi o to, by w drodze eksperymentu symulacyjnego ustalić liczbę okienek 
i personelu tak, by nie tworzyły się kolejki klientów i by, z drugiej strony, nie 
zatrudnić zbyt wielkiej liczby personelu. 

W tym przypadku całkiem naturalny jest pomysł utworzenia dwóch 
modułów 

BANK 
definiuje 
pojęcia i operacje 
typ KlientBanku 

Urzędnik 
Okienko 

proc Przychodzi 
Wpłaca 

SYMULACJA BANKU 
używa 
pojęć i operacji 
var F,G: Okienko, 

A,B: KlientBanku 
C,D,E: Urzędnik 

cali Przychodzi 
cali Wpłaca 

Dalsza analiza prowadzi do wniosku, że BANK jest szczególnym 
przypadkiem ogólniejszej struktury BIURO. W strukturze BIURO wystę-



pują pojęcia klient i obsługa, pojęcia klient banku, urzędnik, okienko 
stanowią rozwinięcia pojęć bardziej ogólnych. Podobnie ma się rzecz 
z operacjami: operacje klient przychodzi, czeka, wychodzi, są wspólne dla 
wielu różnych biur. Dla kierownika firmy produkującej oprogramowanie jest 
więc całkiem naturalne, by wyodrębnić i osobno zaimplementować moduł 

BIURO 
definiuje 
pojęcia i operacje 
typ Klient 

Obsługa 
proc Wchodzi 

Wychodzi 

Może on być stosowany do innych prac, np. do symulacji pracy firmy 
ubezpieczeniowej. Rozumowanie to można powtórzyć kilkakrotnie i wy-
odrębnić po kolei następujące moduły: SYMULACJA, KOLEJKA PRIO-
RYTETOWA, KOLEJKA. W strukturze SYMULACJA mamy do czynienia 
z pojęciami: proces symulowany, zdarzenie (na zdarzenie składają się: nazwa 
procesu i chwila zdarzenia), oś czasu, na której są umieszczone zdarzenia 
zaplanowane do symulacji w przyszłości. Operacje struktury SYMULACJA 
to: zaplanuj, wykonaj, wznów, skasuj, bieżąca chwila, bieżący proces itp. 

SYMULACJA 
definicje pojęcia 
typ Proces_Symulowany 

OśCzasu 
Zdarzenie 

i operacje 
proc Zaplanuj 

Wstrzymaj 
Usuń 
Bieżący_Proces 
Bieżący_Czas 

Zdarzenia są elementami osi czasu, którą możemy pojmować jako 
kolejkę priorytetową (znaczenie tego terminu wyjaśnimy poniżej, por. p. 5.4, 
zob. też [1]). Procesy z kolei mogą być elementami kolejek (zwyczajnych, por. 

BIURO 

p. 5.3). 

KOLEJKA_PRIORYTETOWA 
definiuje pojęcia 
typ Zbiór 

KOLEJKA 
definiuje pojęcia 
typ Kolejka Element 

i operacje 
proc Wstaw (Insert) 

Element_Kolejki 
i operacje 
proc Wstaw Usuń (Delete) 

Należy? (Member) 
Jakiś_Element(amb) 
Min(imalny) 
i (porządek) 

Pierwszy 
Usuń 
Pusta_Kolejka? 
równość 



S.l 

l ak więc doszliśmy do wniosku, że dla rozwiązania postawionego 
«tiłlnnia symulacji oddziału banku, należy najpierw podać specyfikację, 
i niislępnie implementację dla pięciu struktur danych (rys. 5.1). Praca 
wln/ona w te specyfikacje oraz implementacje może znaleźć wielokrotne 
(glosowania. Struktury kolejek, kolejek priorytetowych i symulacji wy-
llf|Hijii w niezliczonej ilości w najróżniejszych systemach programistycznych. 

RYS. 5.1 

W dalszym ciągu rozdziału przedstawimy, na konkretnych przykładach 
im lerpniętych z omówionego zadania symulacji 

(1) pracę nad aksjomatyczną specyfikacją struktur danych, 
(2) nad implementowaniem struktur rozumianym jako interpretacja 

porli jednej struktury w teorii innej struktury i 
(3) zilustrujemy drogę od takich interpretacji do konstrukcji modułów 

programistycznych. 
Metoda ta gwarantuje poprawność otrzymanego modułu względem 

•lujomatycznej specyfikacji. 



Specyfikacja struktur. Typy pierwotne 
Punkt ten rozpoczniemy od uwag ogólnych dotyczących pojęcia specyfikacji 
struktur danych. Później przejdziemy do ilustracji metod specyfikowania 
pierwotnych typów danych występujących w ustalonym języku programo-
wania. Dalsze punkty tego rozdziału przyniosą inne przykłady specyfikacji 
pewnych powszechnie stosowanych i niebanalnych struktur danych. 

Przyjmijmy następujące oznaczenia: 
K — klasa podobnych struktur danych; 

(Z) — klasa wszystkich modeli zbioru formuł Z; 
Ax(K) —pewien zbiór formuł w języku logiki algorytmicznej, o tej 

samej sygnaturze co struktury klasy K. 

D E F I N I C J A 5 . 1 

Powiemy, że zbiór formuł Ax(K) jest specyfikacją klasy K wtedy i tylko 
wtedy, gdy (Ax (K)) = K. Niech A będzie ustaloną strukturą danych. 
Zbiór Ax(A) będziemy nazywać specyfikacją struktury A, jeżeli At= Ax(A) 
oraz każdy model zbioru Ax (A) jest izomorficzny z A. • 

P R Z Y K Ł A D 5 . 1 

(1) Aksjomaty algorytmiczne arytmetyki Ar (por. p. 4.4) specyfikują 
klasę struktur danych izomorficznych ze standardowym modelem aryt-
metyki liczb naturalnych. Wynika to z twierdzenia o kategoryczności 
algorytmicznej arytmetyki liczb naturalnych (por. twierdzenie 4.9). 

(2) Aksjomaty kolejek (por. p. 5.3) stanowią specyfikację klasy standar-
dowych kolejek, tzn. ciągów skończonych z odpowiednimi operacjami. 
Wynika to z twierdzenia o reprezentacji (twierdzenie 5.4). • 

L E M A T 5 . 1 

Niech Z będzie zbiorem formuł, a K klasą struktur podobnych. Jeżeli istnieje 
własność a taka, że nie można udowodnić jej ze zbioru formuł Z, a każda 
struktura klasy K jest modelem zbioru Z u {a}, to Z nie jest specyfikacją 
klasy K. 

D O W Ó D 

Rzeczywiście, niech A N a oraz AL= Z dla dowolnej struktury AEK. Jeżeli 
non Z i- a, to na mocy twierdzenia o pełności logiki algorytmicznej (por. p. 4.4) 



Istnieje struktura danych B taka, że B1= Z oraz non B t=a . Wynika stąd, 
te BGTO(Z) i B ^ K , zatem 2R(Z) ^ K. 

Zatem jeżeli zbiór formuł Ax (K) jest specyfikacją klasy struktur K, to 
dlii dowolnej formuły a jest spełniona równoważność: 

(VA e K) A t= a = Ax (K) 1- a • 

PRZYKŁAD 5.2 

Aksjomaty kolejek (por. p. 5.3) bez aksjomatu algorytmicznego Q6 nie 
Nlunowią specyfikacji klasy zwyczajnie rozumianych kolejek, bo istnieje 
własność prawdziwa w klasie kolejek skończonych, której nie można udowo-
dnić na podstawie tych aksjomatów. Rozpatrzmy własność zatrzymywania 
Nię programu 

while em (q) do q := o (q) od 

Nie jest ona prawdziwa w klasie wszystkich kolejek rozumianych jako 
dowolne ciągi (skończone lub nie). Wobec tego nie ma ona dowodu 
/, aksjomatów Q l - Q 5 i Q7. • 

W każdym języku programowania występuje co najmniej jeden pierwo-
tny typ danych, tzn. typ wprowadzony wraz z językiem. Na ogół języki 
programowania przewidują też możliwość wprowadzania nowych, zdefinio-
wych przez programistę typów danych, o czym później. Jeżeli pierwotny typ 
danych jest skończony, to jego opis nie nastręcza specjalnych trudności. Dla 
przykładu, rozważmy typ boolowski, który jest dwuelementowym zbiorem 
z odpowiednimi działaniami (por. p. 2.2). Wykażemy, że jest on w pełni 
opisany następującymi formułami AxBool w języku pierwszego rzędu z rów-
nością: 

BoolO (Vy) (Vx) ((y = (x n — x) v y = (x u — x)) A -1 ((x n — x) = 
= ( x u - x ) ) ) 

Booll (Vx, y, z) ((x n (z n y)) = ((x n z) n y) A (X U (y u z)) = 
= ((x u >•) u z)) 

Bool2 (Vx, y) ((x n y = y N x) A (X U y = 3; u x)) 
Bool3 (Vx, y) ((x n (x u >')) = (x u (x n y)) = x) 
Bool4 (Vx, y, z)((x n (z u >•)) = ((x n z ) u ( x n >')) A (x u (z n >')) = 

= ((x u z) n (x u y))) 
Bool5 (Vx, Y) ((x N (y U — Y)) = x A (x u (Y N — y)) = x). 

Łatwo zauważyć, że dwuelementowa algebra Boole'a zdefiniowana w przy-
kładzie 2.2 

B0 = <{ l ,«} ;n , u , - > 



jest modelem zbioru formuł AxBool. Co więcej, pokażemy, że wszystkie 
modele tego zbioru formuł są identyczne z dokładnością do izomorfizmu, tzn. 
wykażemy, że każdy model zbioru AxBool jest izomorficzny z dwuelemen-
tową algebrą Boole'a. 

T W I E R D Z E N I E 5 . 1 

W klasie systemów relacyjnych, które spełniają aksjomaty AxBool wszystkie 
modele są izomorficzne. 

D O W Ó D 

Rozważmy dowolny model A zbioru AxBool 

A = (A; n A , u A , x> 

Na mocy aksjomatu BoolO uniwersum modelu A ma dokładnie dwa 
elementy. Niech A = {prawda, fałsz} i przyjmijmy 

fałsz = — prawda n A prawda oraz prawda = — fałsz u A fałsz 

Na mocy aksjomatu Boołl oba działania n A , u A są łączne, a na mocy Bool2 
oba działania są przemienne. Ponadto aksjomat Bool4 zapewnia rozdziel-
ność jednego działania względem drugiego. Zgodnie z przyjętą interpretacją 
predykatu = i na mocy aksjomatów Bool3, Bool5 operacje n A , u A , — są 
wszędzie określone. 

Zauważmy proste własności modelu A prawdziwe dla dowolnych 
a, be A. Na mocy aksjomatu Bool5 i przyjętych założeń o elementach 
zbioru A 

fałsz = — prawda n A prawda = — prawda n A ( — fałsz u A fałsz) = 
= — prawda 

prawda = — fałsz uA fałsz = — fałsz uA (~i prawda nA prawda) = 
= — fałsz 

na mocy aksjomatu Bool3 

a n A a = a nA(a u A ( a n A b)) = a 
a u A a = a u A(a n A(a u A b)) = a 

Ponieważ na mocy aksjomatu Bool5, fałsz uAa = a oraz prawda u A a = 
prawda zatem 

a u A b = fałsz wtw a = fałsz i b = fałsz 

Analogicznie, na mocy aksjomatu Bool5, fałsz nAa = fałsz oraz 
prawda n A a = a zatem 



a n A b = prawda wtw a = prawda i b = prawda 

Niech h będzie odwzorowaniem struktury A w dwuelementową algebrę 
lłoole'a B0 takim, że 

h (fałsz) = 0 i h (prawda) = 1 

N» mocy tych równości oraz definicji działań w dwuelementowej algebrze 
Boole'a mamy 

h (a) n h (b) = 1 = h (a) = 1 i h (b) = 1 = a = prawda i b = prawda = 
= anAb = prawda = h(a nAb) = prawda 

h(a) u h(b) = 0 = h(a) = 0 i h(b) = 0 = a = fałsz i b = fałsz = a vjAb = 
= fałsz = h(a uA b) = fałsz 

NU|d 
h(a nAb) = h(a) n /j(b) 
h(auAb) = h(a) u /i(fo) 
h(Aa)= —h(a) 

Wykazaliśmy w ten sposób, że dowolny model zbioru AxBool jest izomor-
ficzny z dwuelementowym modelem B0 , a tym samym pokazaliśmy, że zbiór 
aksjomatów AxBool ma, z dokładnością do izomorfizmu, jeden model. • 

U W A G A 

Teoria T 0 = <L, 1-, AxBool> jest więc kategoryczna (por. p. 4.4). Model B0 

jest jej modelem standardowym. Twierdzenie 5.1 można sformułować zatem 
W równoważnej postaci jako: każdy model teorii T 0 jest izomorficzny 
t modelem standardowym. • 

Rozważania te pozwalają uznać, że formuły AxBool stanowią specyfika-
cję (formalną definicję) typu Boolean. Podobnie można określić systemy 
urządzeń zewnętrznych, jakimi dysponuje komputer: ekran, klawiaturę czy 
też drukarkę. 

Zupełnie inaczej ma się rzecz z typem integer. Postawmy sobie zadanie 
opisania klasy skończonych zbiorów liczbowych wraz z operacjami od-
powiadającymi dodawaniu, odejmowaniu i innym działaniom arytmetycz-
nym. Ponieważ różne komputery dopuszczają różne podzbiory zbioru 
Z liczb całkowitych, a pomimo to każdy taki zbiór chcemy traktować jako 
dopuszczalną interpretację typu integer, trzeba uznać, iż naszym celem jest 
właśnie opisanie takiej nieskończonej klasy struktur danych, z których każda 
ma skończoną ilość elementów. Zauważmy, że zadanie takie nie jest roz-
wiązywalne, jeżeli do opisu chcemy użyć wyłącznie formuł pierwszego rzędu. 
Okazało się bowiem (por. p. 2.5), że własności „być zbiorem skończonym", 


